
理論物理学と微分幾何学 ゲージ理論ノート
A

小林著 ”接続の微分幾何とゲージ理論”の自主ゼミの要約ノートでした. 更新日 2025/12/30

進捗状況
・2025/12/30 1.7まで TeXで書きました.ノートは 7.4章 ”ゲージ場の量子化”まで作成済み.(NEW)

この pdfについて
私個人の勉強ノートの要約であるとともに, 理論物理に興味がある物理系の学部生にも見せれるようなものにしたい
と思ってますが, self-consistedできない内容なので参考文献にある本を読みながら眺めてほしいです.

前提知識

・数学
線形代数と微積文学に加えて、基礎的な集合と位相、多様体の知識を必要とする。ホモロジー群に関する知識がある
と後半は読みやすいと思われる。(コ)ホモロジー群や特異ホモロジー、基礎的な圏論に関する pdfは別に作成してい
るので、もしかしたらこれと合体させるかも。

・物理
特にいらないが、後半の物理的背景を理解するためには学部の物理に加えて基礎的な一般相対論や場の量子論が必要
になる。超対称性場の理論やアノマリーなどのやや高度な物理に関しては適度に解説を加えるつもりです。
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1 接続の一般論
1.1 ベクトル束の接続

Definition 1.1.1 ベクトル束の接続

ベクトル束 E の接続, または共変微分は線形写像

∇ : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E)

で Leibnizの式
∇(fξ) = df ⊗ ξ + f · ∇ξ f ∈ C∞(M) ξ ∈ Γ(E)

を満たすものである.

接続 ∇i (i = 1, · · ·n)に対して,
∑n
i=1 ti∇i (

∑
ti = 1)も接続となることが分かる

また, 局所自明化 π−1(Uα) = Uα × Rr によって E|Uα 上の局所的な接続 ∇α を定義でき, 局所有限なM の開被覆
{Uα}とそれに従属する 1の分割 {ρα}を使うことで E 上全体の切断

∇ξ =
∑

∇αραξ

を定義できる.

∇α は積バンドルの自明な接続を取ればよく, 森田微分幾何 P198に構成の仕方が書かれている.

Definition 1.1.2 微分形式の一般化

∧kT ∗M ⊗ E の切断 Γ(∧kT ∗M ⊗ E)を E に値をとるM 上の k 次微分形式 Ak(M ;E)という.

つまり,
Γ(∧kT ∗M ⊗ E) = Ak(M ;E)

となる.

k = 0のときは, A0(M ;E) = Γ(E)となる.

この定義はM 上の微分形式の一般化である.

また,次のような自然な同一視ができることが知られている.

Theorem 1.1.3 微分形式の一般化

E に値をとるM 上の k 形式全体 Ak(M ;E)は, X(M)の k 個の直積から Γ(E)への, C∞(M)加群として多
重線形かつ交代的な写像全体と自然に同一視できる.すなわち

Ak(M ;E) = {
⊗
k

X(M) → Γ(E) ; C∞(M)加群として多重線形かつ交代的な写像 }

proof

～更新中～

証明は森田微分幾何 P73定理 2.8の一般化として与えられる.
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このように微分形式を一般化できることが分かった. しかし, 値を別の場所に取るような微分形式の外積は定義できて
いない. ここで, 次のような問題を考える.

Proposition 1.1.4

E に値をとるM 上の k 形式 Ak(M ;E)の任意の元 η は,

η = θ ⊗ ξ (θ ∈ Ak(M), ξ ∈ Γ(E) = A0(M ;E))

という形の一次結合で表せる.

この補題を使うことで, Ap(M ;E)と Aq(M)の外積を自然にかつ一意的に定義することができる.

一般化された微分形式をより広く扱うためにベクトルバンドル End E を定義する.

Definition 1.1.5

ファイバー Ep の自己準同型の全体 End Ep = Hom(Ep, Ep)をファイバーとしたベクトルバンドルを End E

と表す.

この定義から, End Eの切断 Γ(End E)は s :M → End E p 7→ End Ep という滑らかな割り当てとなる.

Example 1.1.6

1,接続
ベクトル束 E の接続 ∇は

∇ : A0(M ;E) → A1(M ;E)

である.

2,曲率
接続の曲率 Rは

R : A0(M ;E) → A2(M ;E) R ∈ A2(End E)

である.

Definition 1.1.8

共変外微分 D : Ap(M ;E) → Ap+1(M ;E)という微分作用素は

D(ξ ⊗ θ) = ∇ξ ∧ θ + ξ ⊗ dθ

によって定義される.

ここで ∇ξ ∧ θ は補題を用いて一意的に計算できることが証明できる.

また, 外微分作用素 dは 2回繰り返すと恒等的に 0になるが, 共変外微分 D は 0にならない.その理由は曲率が 0で
ないためである.ここで次の定義,定理が存在する.
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Proposition 1.1.8

任意の X,Y ∈ X(M) ϕ ∈ A1(M ;E)に対して

Dϕ(X,Y ) =
1

2
(∇X(ϕ(Y )−∇Y (ϕ(X))− ϕ([X,Y ])))

が成立する.

proof

～更新中～

これはM 上の 1次微分形式の外微分の式の拡張になることが分かる.
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1.2 ベクトル束の曲率
Definition 1.2.1

任意の X,Y ∈ X(M)に対して

R(X,Y ) =
1

2
(∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])

を対応させるような写像を, ∇の曲率という.

Proposition 1.2.2

任意の X,Y ∈ X(M) f, g, h ∈ C∞(M) s ∈ Γ(E)に対して

(1) R(X,Y ) = −R(Y,X)

(2) R(fX, gY )(hs) = fghR(X,Y )(s)

が成立する.

proof

～更新中～
証明は森田微分幾何 P200補題 5.20で与えられる

この性質から曲率が End Eに値をとるM 上の 2次形式であることが分かる.

曲率の定義として同値なものが存在することが知られている. また, その定義では共変外微分を用いることで従来の定
義のような複雑さを解消することができる.

Definition 1.2.3

θ ∈ Ap(M ;E) に対して, R ∈ A2(M ; End E) は

D2θ = R ∧ θ

で定義される.

特に, p = 0のときは
R = D2 : Γ(E) → A2(M ;E) D2ξ = Rξ

となる. このとき, R : Γ(E) → A2(M ;E)を 曲率 という.

Theorem 1.2.4

曲率の定義 2.9と定義 2.11は同値である

proof

～更新中～
定義 2.9→2.11の証明は森田微分幾何 P245演習問題 5.6

定義 2.11→2.9の証明は小林微分幾何とゲージ理論 P46にある.
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また, 補題 (共変外微分の計算式)に ϕ = Dξ を代入すれば直ちに確かめられる.
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1.3 ベクトル束の接続形式, 曲率形式
Definition 1.3.1

ベクトル束は自明化を考えれば局所的に直積束なので, 局所的には 1次独立な切断の組 (e1, · · · , er)が存在す
る. これを E の U 上の局所標構場もしくは枠とする.

接続形式 ωµλ とは
∇eλ =

∑
µ

ωµλeµ

で定義されるM 上の glに値を取る 1形式

曲率形式 Ωµλ とは
Reλ =

∑
µ

Ωµλeµ

で定義されるM 上の glに値を取る 2形式とする. また, 計算をすることで

Ω = dω + ω ∧ ω

接続 ∇の構造方程式が得られる. これを曲率形式の定義としてもよい.

この表示は局所標構場に依存してしまう. 以下の補題により, ファイバー上の変換関数 ψαβ = a ∈ GL(r;R)を用い
ることで接続形式と曲率形式の変換を行うことができる.

Proposition 1.3.2

接続形式 ω, 曲率形式 Ωは変換関数 ψαβ(x) = a ∈ GL(r;R)を用いることで

ω → a−1ωa+ a−1da

Ω → a−1Ωa

のように変換される.

proof

～更新中～

証明は森田微分幾何 P203 命題 5.22や小林微分幾何 P41,46にある.

逆に, 接続形式と変換関数が与えられると, そのような接続∇が一意的に存在することが知られている. 補足:一般に
Lie群 Gの元 aで Lie環 gの元 X に共役作用させると a−1Xa ∈ gとなることが知られているので, 変換後の曲率形
式も glに値を取ることが分かる.
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Proposition 1.3.3

任意の ξ ∈ Γ(E)に対して,
DR = 0

が成り立つ.局所標構場を用いて展開すると

dΩ− Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

となる.これを Bianchi恒等式という.

proof

共変外微分を 3回作用させる. Rの定義より,

D3ξ = D2(Dξ) = R ∧ (Dξ)

= D(D2ξ) = D(Rξ) = (DR)ξ +R ∧ (Dξ)

両辺を引くことで, DR = 0 を得る.

次はファイバーに内積を入れることで, 局所標構場を正規直交基構に限定する. このときのファイバーはベクトル空
間であり,正規直交基構に限定されているので変換関数は直交群 O(r)に限定できる. このとき接続形式, 曲率形式が
どの空間に値を取る微分形式になるか議論する. (答えは Lie環 o(r)となる)

Definition 1.3.4

各点 x ∈M で E のファイバーに内積 gx : Ex × Ex → Rが与えられていて xに対して微分可能とする.

任意の ξ, η ∈ Γ(E)に対して
d(g(ξ, η)) = g(∇ξ, η) + g(ξ,∇η)

となるとき, 接続 ∇は g を保つ, ∇は g と両立する, あるいは平行であるという.

一般に,
d(g(ξ, η)) = ∇g(ξ, η) + g(∇ξ, η) + g(ξ,∇η)

となるため, 平行の条件は ∇g = 0とも表される.

また, Riemann計量のときと同様に, 任意の E には Uα とそれに従属する 1の分割を考えることで内積 g が存在す
ることが言える. 内積を入れたので, ファイバーに対する長さ ||ξ|| =

√
g(ξ,ξ)を定義でき, Gram-Schmidtの直交化

法を用いて標構場から正規直交基構をつくることができる. 正規直交基底はこのとき, dg = ∇g = 0となる.

小林微分幾何 P50,51にあるように計算から以下のことが分かる.
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Proposition 1.3.5

ω µ
λ + ω λ

µ = 0

Ω µ
λ +Ω λ

µ = 0

を得る. また, 変換関数 ψαβ = a ∈ O(r)を用いることで

ω → a−1ωa+ a−1da

Ω → a−1Ωa

のように変換される.

すなわち接続, 曲率形式は Lie環 o(r)に値をとるM 上の 1,2形式となる.

proof

～更新中～

逆に, このような交代性を満たす接続形式が g を保つ接続を定義することも証明できる.

また, 接続形式と変換関数から接続を一意に定めることができることを思い出すと以下のような定理が分かる.
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Theorem 1.3.6

M を Riemann多様体, U を任意の座標近傍とする.

(s1, · · · , sn)を TU の正規直交枠, (θ1, · · · , θn) ∈ A1(U)をその双対枠とする.

このとき,

(1) ω µ
λ + ω λ

µ = 0

(2) dθi = −
∑n
j=1 ω

i
j ∧ θj

を満たすような gl(n)に値をとる U 上の 1形式 ω|U はただ 1つしか存在しない.

proof

～更新中～

ここで, (1)の条件は Riemann計量 g を保つような必要十分条件を与えている.

(2)と合わせることによって, 接続が一意に定まることが知られている (証明は森田微分幾何 命題 5.32にまかせる).

また, TM 上の変換関数は座標変換の Jacobi行列であることがベクトルバンドルの議論から言える.

よって, 接続形式と変換行列が一意に定まるので接続も一意に定まることが示された.

このような任意の Riemann 多様体 M の接バンドル TM が持つただ 1 通りに定まるような自然な接続を Levi-

Civita接続もしくはRiemann接続という.

物理学の一般相対論やゲージ理論が数学としての微分幾何学であるこの話にどのように繋がるか考える.

細かい説明は省略するが, 一般相対論における共変微分 ∇ は微分幾何学の接続 ∇ であり, 一般相対論における接続
(Christoffel記号) Γやゲージ理論におけるゲージ場 Aは微分幾何学における接続形式 ω である.実際, 共変微分の式
∇αA

µ = ∂αA
µ + ΓµαβA

β は微分幾何学の接続の定義式の 1つである ∇(fs) = df ⊗ s+ f∇sと全く同じであること
が分かる.

補足 1:一般相対論は正規直交化された局所座標を設定して, その座標軸を αなどと表記して∇α とすることで α方向
の共変微分を作っている. これはベクトルバンドル E の枠の α成分の正規直交枠 X = eα での共変微分 ∇X である.

補足 2:ベクトルバンドル E|U の枠の α成分をを sα とすると ∇sα = ωµαsµ で接続形式 ω|U は定義されるので, 一般
相対論では ∇ = ∂ + Γとなり, ゲージ理論では ∇ = ∂ + Aとなる.数学のゲージ理論でも ∇ = d+ Aのような表し
方をする場合がある.

(1)の条件が ∇αgµν = 0 という表記になることは Definition 2.16から明らかである.

(2)の条件は
·捻率テンソル T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]が 0になること
·スカラー関数 f :M → Rの共変微分は可換である (∇α∇β −∇β∇α)f = 0

· Christoffel記号の下 2つの添え字が対称になること Γαµν = Γανµ

という表記を用いることがあるがこれらは全て同値な条件であることが計算により分かる.

補足 3:これら以外にも一般相対論やゲージ場の物理は数学としての微分幾何学やゲージ理路と密接な関係がある. 一
般相対論は Riemann幾何学で定式化されているので自明だが, ゲージ理論 (物理)やその先の理論物理学ではファイ
バーバンドルの理論やゲージ理論 (数学), ホモロジーに出てくる式を簡略化して用いていることがよくある印象が
ある.
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1.4 ファイバー束
Definition 1.4.1

点 x ∈M を固定してファイバー Ex の標構全体の集合 Px を考える.

ファイバーの自然な基から他の基を選ぶのは同型写像 u : Rr → Ex という写像で与えられる. また, この同型
写像を 1つ固定すると他の同型写像は

u = u0 ◦ a a ∈ GL(r;R)

という合成で必ず与えられるため, ファイバー Ex の標構全体の集合 Px は以下のような 1対 1対応

a ∈ GL(r;R) → u = u0 ◦ a ∈ Px

によって得られるが, この aの選び方は固定する u0 に依存する.

次に
P =

⋃
x∈M

Px

を定義する. また, 点 x ∈ U 上に標構場を取るような対応 σU (x)を

σU (x) : R
r → Ex

とする. ここでRr は U 上の局所座標表示である.

このとき, 1対 1の対応

ϕU : P =
⋃
x∈M

Px → U ×GL(r;R) σU (x) ◦ s 7→ (x, s)

を考えることで, P 上に U ×GL(r;R)の多様体構造を入れる. また, 射影 π : P → M ,π(Px) = xで定義
することで主ファイバー束 P が得られる.

このように定義されたファイバー束 P を E に同伴する主ファイバー束 P と定義する.

Definition 1.4.2

Lie群 Gを構造群とするM 上の主ファイバー束 P とは次のような性質をもつ多様体である.

(1)微分可能な写像 π : P →M が与えられていて

π(Px) = x

(2)群 Gが P に右から作用しており
(2,1)π(us) = π(u)

(2,2)π(u) = π(u′)ならば u′ = usとなる元 sが一意的に存在する
(2,3)M に開被覆 Uα があり, 各 Uα 上に微分可能切断 Uα → π−1(Uα)が存在する.

このようなときに, (P, π,M,G)あるいは P は Gを構造群とする主ファイバー束であるという.

(2,1)は群作用が同じファイバー π−1(x)に移すこと. (2,1)(2,2)を合わせて Gがファイバー π−1(x)上に単純推移
的である, またはファイバー π−1(x)は Gの等質空間であるという.

ベクトルバンドルのときと同様に, 自明化を行うことで変換関数 ψαβ : Uα ∩ Uβ → G , ψαβ(x) ∈ Gを定義でき, こ
れはコサイクル条件 ψαβ(x)ψβγ(x) = ψαγ(x) ; x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ を満たす.
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Definition 1.4.3

主ファイバー束 P とその構造群 Gの表現 ρ : G→ GL(r,R)を考える
G× (P ×Rr) → P ×Rr という群作用

s : (u, y) 7→ (us, ρ(s)−1y) s ∈ G , (u, y) ∈ P ×Rr

が作る軌道と 1対 1対応する商空間 (P ×Rr)/Gを P ×ρ Rr という.

P ×ρ Rr はRr がファイバーとなるベクトル束となり, これをファイバー束に同伴するベクトル束という.

M の開被覆 Uα に関する P の変換関数 ψαβ を使うと, E = P ×ρRr は変換関数 {ρ ◦ ψαβ}によって与えられるベ
クトル束であることも示せる.

Example 1.4.4

構造群は GL(r,R)となるので, 表現 ρ : GL(r,R) → GL(r,R)となる.

(1)ρ(s) = sのとき, P ×ρ Rr = E

(2)ρ(s) =t s−1 のとき, P ×ρ Rr = E∗

(3)ρ(s) = s⊗ sのとき, P ×ρ Rr = E ⊗ E となる.

Definition 1.4.5

随伴表現によって定義される群作用

g×G→ g Ad(s)X = sXs−1 (s ∈ G, X ∈ g)

を考える.随伴表現によってつくられる gをファイバーとし P に同伴するベクトル束を

P ×Ad g = (P × g)/G

で定義する. この商空間は

s : (u,X) 7→ (us,Ad(s−1)X) s ∈ G, (u,X) ∈ P × g

で与えられる Gの作用によりつくった商空間である.

また, {Ad ψαβ}を変換関数としてもつベクトル束としても構成できる.

P 上の曲率形式は変換関数への共役作用によって同一視されるので,曲率形式がM 上 P ×Ad gに値を持つ 2次微
分形式を与えることが分かる. また, これは後々に登場する定理によって容易に示すことができる. これを曲率 R と
いい, R ∈ A2(M ;P ×Ad g)となる.

Definition 1.4.6

P を主 G束とする. 各 A ∈ gによって生成される Gの 1助変数部分群を etA あるいは exp tAと表す.

exp tAを P に右から作用させると, 各 u ∈ P に対し, 軌道 u exp tAの t = 0 (u ∈ P )における接ベクトルを
定義でき, これを A∗

u = uA ∈ TuP とする.

このような接ベクトル A∗
u ∈ TuP と点 u ∈ P を対応付けるような P 上ベクトル場 A∗ を A ∈ gに対応する基

本ベクトル場という.

これまで定義したベクトル束の接続形式はどれも U 上でのみ定義されているものだったが, 次は接続形式を P 上に
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拡張する. 主 G束 P の接続,接続形式を再定義することによって, P の接続形式を構造群 Gの Lie環 gに値をもつ P

上の 1次微分形式である条件を満たすものとすることができる.

1.5 主ファイバー束の接続形式
Definition 1.5.1

P は Lie群 Gを構造群とするM 上の主ファイバー束, sα ∈ Gとする.

π−1(Uα)上で ω を
ω = s−1

α ωαsα + sαdsα

とすると, ω は P 全体で定義された gに値を取る 1次微分形式である.これを P 上 g値の接続形式という.

実際, 変換関数を用いて π−1(Uα ∩ Uβ)上でも計算すると

ωβ = ψ−1
αβ (x)ωαψαβ(x) + ψ−1

αβ (x)dψαβ(x) sβ = ψβα(x)sα

を代入して π−1(Uα)上でも π−1(Uβ)上でも σ は変わらないことが確認できる.

また, Gによる右作用 P ×G→ Gを Ra : P → P u 7→ uaで定義する.

このとき,
R∗
aω = a−1ωa a ∈ G

ω(A∗) = A A ∈ g

を満たすことが証明できる.(小林微分幾何 P61,62)

立場を逆転させて, このような条件を満たす ω ∈ A1(P ; g)を接続形式の定義にすることで主束上に接続を定義するこ
とができることが分かる. (ここでいう接続は未定義語である. 主束の接続形式を定義した後に主束の接続を定義する.)

まず初めに, 主束上の接続形式を定義する.

Definition 1.5.2

主束 P 上の接続形式 ω ∈ A1(P ; g)とは,

(i)任意の A ∈ gに対し, ω(A∗) = A

(ii)任意の a ∈ Gに対し, R∗
aω = a−1ωa

を満たす P 上 g値の微分形式である.

Definition 1.5.3

主 G束 P の垂直部分空間 Vu は
Vu = {X ∈ TuP ; π∗X = 0}

で定義される.

P 上ベクトル場の射影による押し出しが 0になるのは, 垂直部分空間の元がファイバーに沿ったベクトルであるこ
とを意味している.

また, 各 A ∈ gの定義する基本ベクトル場 A∗ は主 G束と基本ベクトル場の定義よりいたるところ垂直で

Vu = {A∗
u ; A ∈ g}
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となる.また, 各点 u ∈ P での線形写像 ωu : TuP → gを用いて写像

A 7→ A∗
u 7→ ωu(A

∗
u) = A

を構成することにより, ωu は単射であることが分かる.一方, dimVu = dimgであるので以下のような同型対応が存
在する.

以上より, 次のような定理が存在する.

Proposition 1.5.4

任意の点 u ∈ P において ωu : TuP → gによる

Vu ∼= g

という自然な同一視が存在する.

垂直部分空間 Vu の定義と特徴付けを述べたので, これを用いて主束上の接続を定義する. この接続はベクトル束の
接続 ∇とは違い空間の分布を用いているので分かりにくいが, 接ベクトル全体の空間をファイバーに沿って”垂直”な
空間と”水平”な空間に分けるものであり, 接束に対する共変微分の幾何学的意味の拡張みたいなものである.

Definition 1.5.5

主 G束 P 上の接続とは, 各点 u ∈ P において TuP の部分空間 Hu を対応させる.

すなわち分布 {Hu ∈ TuP | u ∈ P}であり
(i) TuP = Hu ⊕ Vu と直和分解される.

つまり任意の X ∈ TuP に対して X = XH +XV と分解できる.

(ii) Hu は右作用に関して不変, すなわち Hua = (Ra)∗Hu

(iii) Hu は uについて微分可能
を満たすものである.

また, 任意の主 G束 P は接続を持つことが保証されている.(森田微分幾何 P285命題 6.38)

これで主束に対する接続と接続形式を定義できた. このような接続を Ehresmann接続という.

この 2つは一見何も関係がないように思われるが, 以下の定理によって接続形式によって接続が定まり, 接続からも接
続形式が定まることが分かる.

Theorem 1.5.6

TuP の水平部分空間 Hu を Ehresmann接続 ω の核

Hu = {X ∈ TuP ; ωu(X) = 0}

で定義すると, TuP = Vu ⊕Hu のように直和分解でき, Hu は右作用に関して不変で uについて微分可能とな
る.よって, この構成は P 上に接続を定める.

proof

～更新中～
証明 : 今野微分幾何 6.3 定理 6.3.2(1)を見よ
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Theorem 1.5.7

水平部分空間 Hu = {Ker ωu ∈ TuP | u ∈ P}という分布は P 上の接続形式全体の集合から P 上の接続全体
の集合への 1対 1対応を与える.

proof

～更新中～
証明 : 今野微分幾何 6.3 定理 6.3.2(2)を見よ

ベクトル束の接続 ∇ の定義や接続形式の定義は代数的 (?) だが, 各点 u に対して行う TuP の直和分解はファイ
バーに対して水平な空間 Hu と垂直な空間 Vu を定める幾何学的な定義である.

以上により, 接続と接続形式が同値な概念であることが分かった. 主束に接続が与えられると, 任意の P 上ベクトル場
の元 X は垂直成分 XV と水平成分 XH に分けられる. この分かれ方はファイバーに沿った幾何学的概念を与えるだ
けでなく, 接続形式や押し出しの演算に対して

ω(X) = ω(XV ) π∗(X) = π∗(X
H)

という計算しやすい計算結果を与えることができる.
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1.6 主束の接続からベクトル束の接続へ
ここでは, 主束 P に同伴するベクトル束 E = P ×ρ V から良い性質を満たす P 上 p次 V 上微分形式全体の集合

Aphor,Ad(P ;V )を構成することによって, 同伴ベクトル束との同型 Ap(P ×ρ V ) ' Aphor,Ad(P ;V ) を示す.

その後に主束上の微分形式に対する共変外微分を定義して, 共変外微分に関する重要な公式を示す.

1.6.1 主束とそれに同伴するベクトル束の関係
主束 P に同伴するベクトル束 E を

E = P ×ρ V

として, (u, y) ∈ P × V の定める E の元を [u, y]とする.

各 u ∈ P には同型写像
Φu : V → Ex y 7→ Ψu(y) = [u, y]

がある. これを用いて以下のような写像 ξ̃ を定義する.

ξ̃ : P → V ξ̃(u) = Ψ−1
u (ξ(π(u)))

ここで, π : P →M は射影である.

ξ̃ : P
π−→ M

ξ−→ Ex
Ψ−1

u−−−→ V

∈ ∈ ∈ ∈
u 7−→ π(u) 7−→ ξ(x) 7−→ z

‖ ‖ ‖
x [u, z] ξ̃(u)

ξ̃ は右作用に対して以下のような性質が成り立つ.

Proposition 1.6.1

ξ̃ は Gの右作用 Ra : u 7→ ua で (a ∈ G)

ξ̃(ua) = ρ(a)−1ξ̃(u)

となる.

proof

上図より,
ξ(π(u)) = [u, ξ̃(u)]

が成立する. また, 同伴ベクトル束の定義より

ξ(π(ua)) = [ua, ξ̃(ua)] = [u, ρ(a)ξ̃(ua)]

も成立する. 主束の定義 (単純推移的)より, π(u) = π(ua)となるので

[u, ξ̃(u)] = [u, ρ(a)ξ̃(ua)]

よって, ξ̃(u) = ρ(a)ξ̃(ua) が成り立つ.

以上より, ξ̃(ua) = ρ(a)−1ξ̃(u) が示された.
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この ξ̃ を p次微分形式に拡張する.

Definition 1.6.2 ξ̃ の構成

各 ξ ∈ Ap(E) = Ap(P ×ρ V )に対して, P 上 V 値 p次微分形式 ξ̃ ∈ Ap(P ;V )を

ξ̃(X1, · · · , Xp) = Ψ−1
u (ξ(π∗X1, · · · , π∗Xp)) X1 · · · , Xp ∈ TuP

で定義する.

このようにベクトル束に値を持つ微分形式から構成された微分形式 ξ̃ ∈ Ap(P ;V )は以下の重要な 2つの性質を持
つことが知られている.

Theorem 1.6.3 水平性と随伴性

ξ̃ ∈ Ap(P ;V )は以下 2つの性質を持っている.

· 水平性 ξ̃(X1, . . . , Xp) = 0 for Xi ∈ Vu for some i

· 随伴性 R∗
a ξ̃ = ρ(a)−1ξ̃ a ∈ G

proof

· 随伴性
主束の定義より,

π ◦Ra = π π∗ ◦Ra∗ = π∗

が成立. 右作用で引き戻すと
R∗
a ξ̃(X1, · · · , Xp) = ξ̃(Ra∗X1, · · · , Ra∗Xp)

= Ψ−1
ua (ξ(π∗ ◦Ra∗X1, · · · , π∗ ◦Ra∗Xp))

= Ψ−1
ua (ξ(π∗X1, · · · , π∗Xp))

前の propostion
ξ̃(ua) = Ψ−1

ua ξ(π(u)) = ρ(a)−1Ψ−1
u ξ(π(u)) = ρ(a)−1ξ̃(u)

より,
Ψ−1
ua = ρ(a)−1Ψ−1

u

よって
Ψ−1
ua (ξ(π∗X1, · · · , π∗Xp)) = ρ(a)−1Ψ−1

u (ξ(π∗X1, · · · , π∗Xp)

= ρ(a)−1ξ̃(X1, · · · , Xp)

となるので, 随伴性 R∗
a ξ̃ = ρ(a)−1ξ̃ a ∈ Gが示された.

· 水平性
垂直部分空間 Vu の定義より, Xi ∈ Vu ならば

ξ̃(X1, · · · , Xp) = Ψ−1
u (ξ(π∗X1, · · · , π∗Xi, · · · , π∗Xp))

= Ψ−1
u (ξ(π∗X1, · · · , 0, · · · , π∗Xp))

ξ ∈ Ap(E)は微分形式なので多重線形性を持つ.

よって, ξ̃(X1, · · · , Xp) = 0 となり,水平性も示された.
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P 上 V に値を取る k 次微分形式 α ∈ Ak(P, V )のうち
(1) 水平性 ξ̃(X1, . . . , Xp) = 0 for Xi ∈ Vu for some i

(2) 随伴性 R∗
a ξ̃ = ρ(a)−1ξ̃ a ∈ G

を満たす Ak(P ;V )の部分空間を Akhor,Ad(P ;V )とする.

これより, ξ ∈ Ap(E)から構成した ξ̃ は ξ̃ ∈ Aphor,Ad(P ;V ) となることが分かる.

また, ξ̃ ∈ Aphor,Ad(P ;V ) ならば ξ̃ = Ψ−1
u π∗ξ によって ξ ∈ Ap(P )は得られる.

以上により以下の定理が得られる.

Theorem 1.6.4

ξ ∈ Ap(P ×ρ V ) と ξ̃ ∈ Aphor,Ad(P ;V ) は ξ̃(X1, · · · , Xp) = Ψ−1
u (ξ(π∗X1, · · · , π∗Xp)) で 1対 1対応する.

よって,
Aphor,Ad(P ;V ) ' Ap(P ×ρ V )

となる.

1.6.2 主束上の微分形式と共変外微分
主束上の微分形式に対して共変外微分を定義する. その前に接ベクトルに対する水平射影と垂直射影を定義する.

Definition 1.6.5 水平射影 垂直射影

h : TuP → Hu を Vu に沿った射影

h|H = id , h|V = 0 , h(X1, · · · , Xp) = (XH
1 , · · · , XH

p )

で定義する. これを水平射影という.

h : TuP → Vu を Hu に沿った射影

h|V = id , h|H = 0 , h(X1, · · · , Xp) = (XV
1 , · · · , XV

p )

で定義する. これを垂直射影という.

Definition 1.6.5 共変外微分

接続の与えられた主束 P 上 V 値の微分形式 ϕ ∈ Ap(P ;V ) に対して

Dϕ = dϕ ◦ h Dϕ(X1, · · · , Xp) = dϕ(XH
1 , · · · , XH

p+1)

とおき, 作用素 D : Ap(P ;V ) → Ap+1(P ;V ) を共変外微分という.

この共変外微分には次のような性質がある.

Proposition 1.6.6

ξ̃ ∈ Aphor,Ad(P ;V ) に対して
Dξ̃ ∈ Ap+1

hor,Ad(P ;V )

となる.
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proof

· 随伴性
一般に, F :M → N を C∞ 写像として F ∗d = dF ∗ が成立.

R∗
a ◦ d = d ◦R∗

a より

R∗
a Dξ̃(X1, · · · , Xp) = R∗

a dξ̃(X
H
1 , · · · , XH

p+1)

= d R∗
aξ̃(X

H
1 , · · · , XH

p+1)

= ρ(a)−1dξ̃(XH
1 , · · · , XH

p+1)

= ρ(a)−1Dξ̃(X1, · · · , Xp)

より R∗
a Dξ̃ = ρ(a)−1Dξ̃ が示された.

· 水平性
また, ある Xi ∈ Vu なら, 多重線形性より

Dξ̃(X1, · · · , Xp) = dξ̃(XH
1 , · · · , XH

i , · · · , XH
p+1) = 0

よって, 水平性も満たされるので,Dξ̃ ∈ Ap+1
hor,Ad(P ;V ) となる.

次はよく使う補題を示す.

Lemma 1.6.7

ϕ ∈ Ap(P ) がM 上 p次微分形式 φ ∈ Ap(M) を用いて ϕ = π∗φ と表されるとき

Dϕ = dϕ

となる.

直感的には, M 上の微分形式を射影で引き戻した主束上の微分形式は水平なベクトルでしか計算結果を変えないの
で, 平行射影 hは恒等写像とみなせることが分かる.

proof

dϕ(X1, · · · , Xp+1) = d(π∗φ)(X1, · · · , Xp+1)

引き戻しと外微分は可換なので

d(π∗φ)(X1, · · · , Xp+1) = π∗dφ(X1, · · · , Xp+1)

= dφ(π∗X1, · · · , π∗Xp+1)

= dφ(h ◦X1, · · · , h ◦Xp+1)

= dφ ◦ h(X1, · · · , Xp+1)

= Dφ(X1, · · · , Xp+1)

よって, dφ = Dφ が示された.

この補題を用いて次の式を示す.
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Proposition 1.6.8

α ∈ Aq(M), ξ̃ ∈ Aphor,Ad(P ) , π∗α = ϕ ∈ Aq(P ) と表されるとき,

D(ϕ ∧ ξ̃) = dϕ ∧ ξ̃ + (−1)qϕ ∧Dξ̃

が成り立つ.

proof

D(ϕ ∧ ξ̃) = d(ϕ ∧ ξ̃) ◦ h

= (dϕ ∧ ξ̃) ◦ h+ (−1)qϕ ∧ dξ̃ ◦ h

補題より dϕ = Dϕ であり, ξ̃ は垂直成分をキャンセルするので

D(ϕ ∧ ξ̃) = dϕ ∧ ξ̃ + (−1)qϕ ∧Dξ̃

が示された.

共変外微分の計算は微分形式が水平で随伴性を持つ場合には簡単に行えることが予測される. Lie群, Lie代数の用
語を用いることで共変外微分は formalに計算できることが知られているので, Lie代数の用語の定義と性質を述べる.

1.6.3 Lie群と Lie代数
～更新中～

Definition 1.6.9 微分表現

V を K上のベクトル空間とする. 準同型写像 ρ : G→ GL(V )を Lie群 Gの表現という.

単位元 e ∈ Gにおける微分 ρ∗e : TeG = g → End(V )は Lie環の準同型であるが, これを微分表現 という.

C∞ 多様体である Lie群 Gの原点での接空間は括弧積で Lie代数となることが知られている. また, 多様体上の表
現の微分を考えると Lie代数から Lie代数の準同型が得られる.

Example 1.6.10 随伴表現

Gを Lie群, gをその Lie環とする.

g ∈ Gに対して、準同型写像 Fg : G→ Gを Fg(h) = ghg−1 により定めると, Fg ◦ Fh = Fgh を満たす.

よって、その単位元 e ∈ Gにおける微分写像 (Fg)∗e : g → gは (Fg)∗e ◦ (Fh)∗e = (Fgh)∗e を満たす.

Gの表現を
Ad : G→ GL(g) g 7→ Adg = (Fg)∗e : g → g

により定め, これを Gの随伴表現という. 随伴表現の微分表現 ad : g → End(g)は次で与えられる.
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Proposition 1.6.11

X ∈ gに対して ad(X) : g → gは ad(X)Y = [X,Y ]で与えられる.

proof

Fg = Rg−1 ◦ Lg である。また {Rexp tX}t∈R は X# の生成する 1パラメータ変換群であるから

ad(X)Y =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

AdExpGtX(Y ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(FExpGtX)∗e(Y )

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(RExpG(−tX))∗ExpGtX(LExpGtX)∗e(Y
#
e )

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(RExpG(−tX))∗ExpGtX(Y #
ExpGtX

) = [X#, Y #]e = [X,Y ]

この微分表現を用いることで性質のいい微分形式の共変外微分は計算が楽になる.

Proposition 1.6.12

α ∈ Aphor.Ad(P ) に対して, 共変外微分は

Dα = dα+ ρ∗(ω) ∧ α

となる. ここで ρ∗ : g → End(V ) を, 表現 ρの微分表現とした.

proof

～更新中～

表現が随伴表現の場合は微分表現が交換子になるので計算がしやすい.

実際, 主束に同伴するベクトル束が随伴表現で同伴している場合は次の式が自明に成り立つ.

Example 1.6.13 共変外微分の計算

表現が随伴表現で V = g のとき, 同伴ベクトル束は E = P ×Ad g となる.

α ∈ Aphor,Ad(P ; g)の共変外微分は
Dα = dα+ [ω, α]

となる.

ここで, 微分形式 α ∈ Aa(P ), β ∈ Ab(P ) の交換子 [α, β]は

[α, β] = α ∧ β − (−1)abβ ∧ α

で定義した.

proof

随伴表現なので ρ∗ = adであり, Lemma1.6.11より示された.

計算例
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接続形式 ω = ω ◦ v は定義より水平性を満たさない (垂直性を満たすので)

Ω = Dω = dω +
1

2
[ω, ω] 6= dω + [ω, ω]

となる. しかし, Ω ∈ A2
hor,Ad(P ; g) となることが示されるので

DΩ = dΩ+ [ω,Ω]

となることが分かる. また
Ω = Dω = dω ◦ h = (dω ◦ h) ◦ h = Ω ◦ h

であり, h ◦ v = v ◦ h = 0 となるので

DΩ(X,Y, Z) = dΩ(h ◦X,h ◦ Y, h ◦ Z)

=
1

2
([dω, ω]− [ω, dω]) (h ◦X,h ◦ Y, h ◦ Z)

ω = ω ◦ v と h ◦X が重なる項が各項に必ず 1つあるので多重線形性より,

ビアンキ (Bianchi)恒等式
DΩ = 0

が得られる.
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1.7 主ファイバー束の曲率
Definition 1.7.1

P 上の g上に値をとる 1形式 ω を用いて P 上の曲率形式を

Ω = Dω = dω +
1

2
[ω, ω] = dω + ω ∧ ω

で定義する. 曲率形式は P 上の g値 2次微分形式である.

ここで、U 上の微分形式 ωα の交換子は

[ωα, ωα](X,Y ) = [ωα(X), ωα(Y )]

で定義する.

また, V に値を取るM 上の微分形式 ξ, η ∈ A1(V,M)に対しては V の基底を vi で取ると, ξ =
∑
ξivi , η =

∑
ηjvj

と一意的に ξi, ηj ∈ A1(M)を用いて表せる.このとき,V に値を取るM 上の微分形式の交換子は

[ξ, η] =
∑
i,j

ξi ∧ ηj [vi, vj ]

となる.よって、ω|U ∈ A1(g,M)の交換子は

(ω|U ∧ ω|U )(X,Y ) =
1

2
(ω|U (X)ω|U (Y )− ω|U (Y )ω|U (X)) =

1

2
[ω|U , ω|U ](X,Y )

が成立する.よって, P 上 g値の 1形式 ω = s−1
α ωαsα + sαdsα に対しても

1

2
[ω, ω] = ω ∧ ω

が成立するので, 2.26の等式は成立する.一般の P 上微分形式にはこれは当てはまらない場合に注意する必要がある.

実際, k, l次微分形式の交換子の定義は [ξ, η] = ξ ∧ η − (−1)klη ∧ ξ となる.

また, 交換子の外微分は

d[ξ, η] = d(ξ ∧ η)− (−1)kld(η ∧ ξ)

= dξ ∧ η + (−1)kξ ∧ dη − (−1)kldη ∧ ξ − (−1)kl+lη ∧ dξ

= [dξ, η] + (−1)k[ω, dη]

となる.

より詳しい説明は森田微分幾何 §2.4や中原トポロジー 2 P43にある.

Proposition 1.7.1

ω を主 G束 P の接続形式, Ωをその曲率とする.このとき

(i)任意の a ∈ Gに対し, R∗
aΩ = a−1Ωa.

(ii)任意の X,Y ∈ TuP に対し, Ω(X,Y ) = Dω(X,Y ) = dω(XH , Y H)が成立. つまり Ω ◦ v = 0

(iii)ベクトル場が水平なベクトル場 X,Y ∈ H ならば Ω(X,Y ) = − 1
2ω([X,Y ])

(iv)DΩ = dΩ+ [ω,Ω] = 0 (Bianchiの恒等式)

が成立する.
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1.8 ホロノミー群
～更新中～

1.9 ゲージ場
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2 トポロジーと de Rhamの定理
この 2章では基礎的なトポロジーと微分形式の関係について考える.

2.1 鎖複体の一般論
Definition 2

各整数 i ∈ Z に対して、加群 Ci と準同型写像 ∂i : Ci → Ci−1 の列

C∗ · · · → Ci
∂i−→ Ci−1

∂i−1−−−→ Ci−2 → · · ·

において、
∂i−1 ◦ ∂i = 0 (∀i ∈ Z)

が成り立つとき、C∗ を鎖複体 (chain complex) という。
簡単のため、∂i を単に ∂ と書き、∂i−1 ◦ ∂i を ∂2 と書くことがある。この ∂ を境界作用素 (boundary

operator) と呼ぶ。Ci の元を C∗ の i 次元鎖 (chain) という。鎖複体 C∗ は C∗ = (Ci, ∂i) または単に
(Ci) と表される。

Definition 3

C∗ = (Ci, ∂i)、D∗ = (Di, ∂i) を鎖複体とする。準同型写像の列 {ϕi}i∈Z (ϕi : Ci → Di) が、任意の i に対
して以下の図式を可換にするとき（すなわち ϕi−1 ◦ ∂i = ∂i ◦ ϕi が成り立つとき）、

Ci Ci−1

Di Di−1

∂i

φi φi−1

∂i

{ϕi} を C∗ から D∗ への鎖写像 (chain map) という。

Definition 4

C∗, C
′
∗ を鎖複体 (chain complexes)、ϕ : C∗ → C ′

∗ を鎖写像 (chain map) とする。
ϕ が 鎖同値写像 (chain equivalence) であるとは、ある鎖写像 ψ : C ′

∗ → C∗ が存在して、

ψ ◦ ϕ = idC∗ , ϕ ◦ ψ = idC′
∗

を満たすことをいう。このとき、C∗ と C ′
∗ は 鎖同値 (chain equivalent) であるという。

Ci C ′
i

φi

ψi

Definition 5

C∗ = (Ci, ∂i) を鎖複体 (chain complex) とする。

· · · −→ Ci+1
∂i+1−−−→ Ci

∂i−→ Ci−1 −→ · · ·
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ここで、

Zi(C∗) := ker ∂ = ker(∂i : Ci → Ci−1)

Bi(C∗) := Im ∂ = Im(∂i+1 : Ci+1 → Ci)

とおくと、Zi(C∗), Bi(C∗) は Ci の部分加群となる。∂ ◦ ∂ = 0 より、Bi(C∗) ⊂ Zi(C∗) は明らかである。
このとき、剰余加群（商加群）

Zi(C∗)/Bi(C∗)

を鎖複体 C∗ の i次元ホモロジー群 (homology group) といい、Hi(C∗) と書く。
また、

• Zi(C∗) の元を i次元サイクル (i-cycle) または i次元閉鎖
• Bi(C∗) の元を i次元バウンダリ (i-boundary) または i次元境界

という。z ∈ Zi(C∗) の同値類を [z] ∈ Hi(C∗) と書き、これを z のホモロジー類 (homology class) という。
z, z′ ∈ Zi(C∗) に対し、サイクルが [z] = [z′] となるとき、サイクル z, z′ はホモローグ (homologous) であ
る、またはホモロガスであるという。特に [z] = 0 のとき、サイクル z は 0 にホモローグであるという。

Definition 6

C∗, D∗ を鎖複体 (chain complexes)、ϕ : C∗ → D∗ を鎖写像 (chain map) とする。
このとき、準同型写像 ϕ∗ : Hi(C∗) → Hi(D∗) を

ϕ∗([z]) = [ϕi(z)] (z ∈ Zi(C∗))

によって定義する。この ϕ∗ を ϕ の誘導する準同型 (induced homomorphism)、または単に誘導写像と
いう。

proof

6 ϕ∗ が well-defined であること、すなわち代表元の取り方によらないことを示す。

1. ϕ(z) がサイクルであること
z ∈ Zi(C∗) とする。すなわち ∂z = 0 である。ϕ は鎖写像であるため、∂ ◦ ϕ = ϕ ◦ ∂（可換）が成り
立つ。

∂(ϕ(z)) = ϕ(∂z) = ϕ(0) = 0

よって、ϕ(z) ∈ ker ∂ = Zi(D∗) となり、ホモロジー類 [ϕ(z)] は定義可能である。
2. 代表元の取り方によらないこと
z, z′ ∈ Zi(C∗) で [z] = [z′] であるとする。定義より z − z′ ∈ Bi(C∗) であるため、ある x ∈ Ci+1 が
存在して

z − z′ = ∂x

と書ける。両辺を ϕ で写すと、

ϕ(z − z′) = ϕ(∂x)

ϕ(z)− ϕ(z′) = ∂(ϕ(x)) (∵ 可換性 ϕ ◦ ∂ = ∂ ◦ ϕ)
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ここで ϕ(x) ∈ Di+1 なので、∂(ϕ(x)) ∈ Bi(D∗) である。
したがって、ϕ(z)− ϕ(z′) ∈ Bi(D∗)、すなわち

[ϕ(z)] = [ϕ(z′)]

となり、ϕ∗ は代表元の取り方によらず well-defined である。

Proposition 3

ϕ : C∗ → D∗、ψ : D∗ → E∗ を鎖写像 (chain maps) とする。

1. 鎖写像の合成:

合成写像 ψ ◦ ϕ : C∗ → E∗ もまた鎖写像 (chain map) である。
2. 誘導準同型の合成:

ϕ∗ : Hi(C∗) → Hi(D∗)、ψ∗ : Hi(D∗) → Hi(E∗) をそれぞれの誘導準同型とすると、以下が成り立つ。

(ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗

すなわち、次の図式は可換である。

[z] 7−→ (ψ ◦ ϕ)∗([z]) = ψ∗(ϕ∗([z]))

proof

1. 鎖写像の合成について
鎖写像の定義より、任意の i に対して以下の可換性が成り立つ。

∂ ◦ ϕi = ϕi−1 ◦ ∂, ∂ ◦ ψi = ψi−1 ◦ ∂

これを用いて、合成写像 Φ = ψ ◦ ϕ が境界作用素と可換であることを示す。

∂ ◦ (ψi ◦ ϕi) = (∂ ◦ ψi) ◦ ϕi
= (ψi−1 ◦ ∂) ◦ ϕi (∵ ψ is a chain map)

= ψi−1 ◦ (∂ ◦ ϕi)
= ψi−1 ◦ (ϕi−1 ◦ ∂) (∵ ϕ is a chain map)

= (ψi−1 ◦ ϕi−1) ◦ ∂

よって、∂ ◦ Φ = Φ ◦ ∂ が成り立つため、ψ ◦ ϕ は鎖写像である。

Ci Di Ei

Ci−1 Di−1 Ei−1

φi

∂

ψi

∂ ∂

φi−1 ψi−1

2. 誘導準同型の合成について
任意のホモロジー類 [z] ∈ Hi(C∗) をとる。（ただし z ∈ Zi(C∗)）。
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誘導準同型の定義より、chain map: ψ ◦ ϕ によって誘導される写像は、

(ψ ◦ ϕ)∗([z]) = [(ψ ◦ ϕ)(z)] = [ψ(ϕ(z))]

である。右辺の作用を確認する. まず ϕ∗([z]) は

ϕ∗([z]) = [ϕ(z)]

を満たす. ここで ϕ(z) は D∗ のサイクルである。このホモロジー類に ψ∗ を作用させると、

ψ∗([ϕ(z)]) = [ψ(ϕ(z))]

となる。
したがって、任意の [z] に対して

(ψ ◦ ϕ)∗([z]) = [ψ(ϕ(z))] = ψ∗(ϕ∗([z]))

が成り立つため、
(ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗

が示された.

補足：ホモロジーの函手性 (Functoriality)

上記の性質は、ホモロジー群を対応させる操作が圏 (Category)の間の函手 (Functor)であることを意味する。

• Top（位相空間の圏） 特異鎖複体−−−−−−→ Comp（鎖複体の圏） ホモロジー−−−−−−→ Ab（アーベル群の圏）

位相空間の間の連続写像 f は鎖写像 f♯ を誘導し、さらにホモロジー群の準同型 f∗ を誘導する。

Definition 7

C∗ = (Ci, ∂i) を鎖複体 (chain complex) とする。各 i において、Ci の部分加群 C ′
i があり、境界作用素につ

いて閉じている、すなわち
∂i(C

′
i) ⊂ C ′

i−1

となるとき、
C ′

∗ : · · · → C ′
i → C ′

i−1 → · · ·

はそれ自身、鎖複体となる。この C ′
∗ を C∗ の部分複体 (chain subcomplex) という。

部分複体の境界作用素はその複体の境界作用素を用いることで定義される.

Definition 8

C∗ を鎖複体、C ′
∗ をその部分複体とする。

各 i について、剰余加群（商加群）を Di := Ci/C
′
i とおく。

準同型 ∂̄i : Di → Di−1 を、代表元 z ∈ Ci を用いて

∂̄i([z]) := [∂iz]

30



で定義する。この定義は well-defined である。
このような D∗ = (Di, ∂̄) を商複体 (quotient complex) という。

Well-defined性の確認:

z, z′ を Di において [z] = [z′] なる元とする。すなわち z − z′ ∈ C ′
i である。部分複体の定義より ∂i(z − z′) ∈

∂i(C
′
i) ⊂ C ′

i−1 であるため、
∂iz − ∂iz

′ = ∂i(z − z′) ∈ C ′
i−1

したがって、Di−1 において [∂iz] = [∂iz
′] が成り立ち、この定義は well-defined である。

鎖複体からコチェイン複体の構成定義と構成

Definition 2

C∗ = (Ci, ∂) を鎖複体 (chain complex) とする。これに対し、整数環 Z への準同型全体の集合（双対加群）

Ci = Hom(Ci,Z) (反変関手)

を考える。コバウンダリ作用素 (coboundary operator) δ : Ci−1 → Ci を、任意の f ∈ Ci−1 に対して

f 7−→ f ◦ ∂

で定義する。すなわち、以下の図式において f ◦ ∂ を考える。

Ci Ci−1

Z

∂

f

鎖複体の性質 ∂ ◦ ∂ = 0 より、
δ ◦ δ(g) = g ◦ ∂ ◦ ∂ = 0

となるため、δ ◦ δ = 0 が成り立つ。また、δ は準同型となるので、(C∗, δ) は鎖複体の構造を持つ. このよう
なものをコチェイン複体 (co-chain complex)という。

次に, この co chain complexに付随する co chain mapを考える.

Definition 2

ϕ : C∗ → D∗ を鎖写像 (chain map) とする。C∗ = Hom(C∗,Z), D∗ = Hom(D∗,Z) とおく。
このとき、写像 ϕi : Hom(Di,Z) → Hom(Ci,Z) を

Hom(Di,Z) 3 f f ◦ ϕi ∈ Hom(Ci,Z)

と定義する。各 ϕi は準同型である。
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Theorem 1

ϕ∗ が chain map（∂ ◦ ϕ = ϕ ◦ ∂）であるとする.

上記で定義した ϕ∗ = {ϕi} はコチェイン写像 (co-chain map) になる。

ϕi ◦ δ = δ ◦ ϕi−1

proof

任意の f ∈ Di−1 = Hom(Di−1,Z) をとる。

(ϕi ◦ δ)(f) = ϕi(f ◦ ∂D)
= (f ◦ ∂D) ◦ ϕC
= f ◦ (∂D ◦ ϕC)

一方、

(δ ◦ ϕi−1)(f) = δ(f ◦ ϕC)
= (f ◦ ϕC) ◦ ∂C
= f ◦ (ϕC ◦ ∂C)

仮定より ∂D ◦ ϕC = ϕC ◦ ∂C なので、両者は一致する。よって ϕ∗ はコチェイン写像である。

Hom(Ci−1,Z) Hom(Ci,Z)

Hom(Di−1,Z) Hom(Di,Z)

δ

δ

φi−1 φi

この ϕ∗ を Hom(ϕ∗,Z) とも書く。以上により、

chain complex −→ co-chain complex
C∗ C∗ = Hom(C∗,Z)

chain map −→ co-chain map
ϕ∗ ϕ∗ = Hom(ϕ∗,Z)

という対応（反変関手）が作れる。コチェイン複体の例M を C∞ 級 m 次元多様体とする。de Rham コチェイン複
体 (Ap(M), d) を考える。これのコホモロジー群である de Rham コホモロジー群 HDR(M,R) について、以下の定
理が知られている（de Rham の定理）。

HDR(M,R) ∼= H∗(X,R) (特異コホモロジーと同型)

2.2 単体複体のホモロジー
definition 3.1

RN の l + 1個の頂点 v0, v1 · · · vl に対して、l本のベクトル vi − v0 (1 ≤ i ≤ l)が一次独立のとき、一般の位置にあ
るという。
一般の位置にある l + 1子の点の集合 σ に対して、それらの点を含む最小の凸集合

|σ| = {
l∑
i=0

aivi ; ai ≥ 0,

l∑
i=0

ai = 1} = |v0v1 · · · vl|
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を l単体という。τ ⊂ σ に対して |τ |は単体となり、このような単体 |τ |を |σ|の辺という.

definition 3.2

RN 単体の集合K は (i)(ii)(iii)を満たすとき、単体複体という
(i)|σ| ∈ K ならば |σ|の任意の辺 |τ |は |τ | ∈ K を満たす.

(ii)K の単体 |σ|, |τ |の共通部分 |σ| ∩ |τ | 6= ∅は |σ|, |τ |の共通の辺である.

(iii)任意の単体 |σ| ∈ K 上の任意の点 xに対して,xのある開近傍 U を適当にとれば U と交わる K の単体は有限個
しかない.

definition 3.3

単体複体K に属するすべての単体の和集合 |K| ⊂ RN1を多面体という.

位相空間 X に対して適当な単体複体 K を選び,同相写像 t : |K| → X が与えられたとき,対 (K, t)を X の三角形分
割という.

definition 3.4

頂点の集合 V のべき集合 2V の部分集合K が (i)(ii)を満たすとき、K を抽象的単体複体という.

(i)すべての v ∈ V に対し {v} ∈ K であり,∅ /∈ K

(ii)σ ∈ K ならば, すべての τ ⊂ σ, τ 6= ∅に対して τ ∈ K
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proposition 3.4

Euclid単体複体は抽象的単体複体である.

また, V が有限集合ならば, 任意の抽象的単体複体は Euclid単体複体として実現できる.

Definition 2

n 単体 σ = |a0a1 · · · an| (n ≥ 1) に対して、その n+ 1 個の頂点 a0, a1, · · · , an を種々の順序に並べた列

(ai0 , ai1 , · · · , ain) (1)

全体を考える. i0, i1, · · · , in は 0, 1, · · · , n の順序を変えたものである。
そのような二つの列 (ai0 , ai1 , · · · , ain), (aj0 , aj1 , · · · , ajn) について置換(

0 1 · · · n
i0 i1 · · · in

)
,

(
0 1 · · · n
j0 j1 · · · jn

)
の符号（例 3.6）が

ε

((
0 1 · · · n
i0 i1 · · · in

))
= ε

((
0 1 · · · n
j0 j1 · · · jn

))
のとき

(ai0 , ai1 , · · · , ain) ∼ (aj0 , aj1 , · · · , ajn)

であると定めれば、この関係 ∼ は明らかに同値関係である。
頂点 a0, a1, · · · , an を種々の順序に並べた列全体の集合における関係 ∼ の同値類は二つで、(a0, a1, · · · , an)
から偶置換で得られるもの全体が一つの同値類をつくり、奇置換で得られるもの全体が他の一つの同値類をつ
くる。この同値類を σ の向きという。したがって、σ は二つの異なる向きをもつ。

definition 3.6

単体複体の各 l単体 |σi|i∈Il に向きを 1つ指定し,〈σi〉を構成する.

〈σi〉が生成する Z上自由加群を Cl(K)として、その群の元 c =
∑
ci 〈σ〉i ∈ Cl(K)を

Kの l次元チェインという. |σi|に逆の向きを入れたものは −〈σi〉とする。

definition 3.7

∂ : Cl(K) → Cl−1(K) ∂ 〈v0v1 · · · vl〉 =
l∑
i=0

(−1)i 〈v0 · · · v̂i · · · vl〉

という準同型写像を境界作用素という.

準同型の性質を用いてこれを線形に拡張することで、c ∈ Cl(K)の演算を定義する.

proposition 3.7

境界作用素は 2回繰り返すと常に 0になる
∂ ◦ ∂ = 0

これは境界には境界がないことを意味する.
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2.3 ホモロジー群の計算例

2.3.1 S1 のホモロジー群
円周 S1 のホモロジー群を計算するために以下のような三角形分割を考える. ここで向きは反時計周りとした.

〈a1a2〉

〈a2a3〉

〈a3a1〉

a1

a2 a3

C0 = {0-単体で Z上生成された自由加群 } = {n1 〈a1〉+ n2 〈a2〉+ n3 〈a3〉} ' Z⊕ Z⊕ Z (2)

C1 = {1-単体で Z上生成された自由加群 } = {m1 〈a1a2〉+m2 〈a2a3〉+m3 〈a3a1〉} ' Z⊕ Z⊕ Z (3)

ここで, mi, ni (i = 1, 2, 3) ∈ Z とした. その他は

Ci = 0 (i 6= 0, i) (4)

である. ホモロジー群を計算するために境界作用素 ∂1 を考える.

∂ 〈aiaj〉 = 〈aj〉 − 〈ai〉 (5)

Z1(S
1) を計算するので以下の解空間を考える.

∂(m1 〈a1a2〉+m2 〈a2a3〉+m3 〈a3a1〉) = (−m1 +m3) 〈a1〉+ (m1 −m2) 〈a2〉+ (m2 −m3) 〈a3〉 = 0 (6)

この解は
(m1,m2,m3) = k(1, 1, 1) k ∈ Z (7)

なので, Z1(S
1) ' Z となる.

線形代数の議論を使うのが一般的なので, 線形代数を用いた解法を考える.

C1 の基底: e1 = 〈a1a2〉, e2 = 〈a2a3〉, e3 = 〈a3a1〉
C0 の基底: a1, a2, a3 とする.

基底 {e1, e2, e3} から {a1, a2, a3} への写像 ∂1 を行列 A で表すと、各列に各辺の行き先を並べて次のようになる.

A =

−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1

 (8)

H1(S
1) = ker ∂1/im ∂2 ですが、im ∂2 = 0 であるため、H1(S

1) ∼= ker ∂1 となる.

ker ∂1 は連立一次方程式 Ax = 0 の解空間（の整数解）に相当する.

rankA = 2 であり, 線形代数の次元定理より

dim(ker ∂1) = (基底の数)− rank(A) = 3− 2 = 1 (9)

となる. 生成元を考えると、解は n1 = n2 = n3 であり、ker ∂1 = spanZ{(1, 1, 1)T } となる.

これはサイクル e1 + e2 + e3 に対応している. よって, H1(S
1) ∼= Zなる.

次に H0(S
1) の計算を考える. ∂0 : C0 → 0 は零写像であるため、ker ∂0 = C0

∼= Z3 となる.
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Im ∂1 は行列 A の列ベクトルによって生成される部分加群なので, Im ∂1 ' Z ⊕ Z となる. よって, H0(S
1) ∼= Zと

なる.

Hi(S
1) =

{
Z if i = 0, 1

0 if i 6= 0, 1
(10)

2.3.2 S2 のホモロジー群
a0

a1

a2

a3

向き付けられた単体を
0-単体 (頂点)

V = {〈a0〉 , 〈a1〉 , 〈a2〉 , 〈a3〉} (11)

1-単体 (辺)
E = {〈a0a1〉 , 〈a0a2〉 , 〈a0a3〉 , 〈a1a2〉 , 〈a2a3〉 , 〈a3a1〉} = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} (12)

2-単体 (面)
F = {〈a0a1a2〉 , 〈a0a2a3〉 , 〈a0a3a1〉 , 〈a1a3a2〉} = {s1, s2, s3, s4} (13)

とする. このとき
C0 = ⊕4Z, C1 = ⊕6Z, C2 = ⊕4Z (14)

となる. ∂1 : C1 → C0 の計算をする.

基底を {e1 · · · e6}, {〈a0〉 , · · · 〈a3〉} として ∂ の表現行列を考える.

∂(

6∑
j=1

mjej) =

3∑
k=0

lk 〈ak〉 (15)

とすると, 表現行列は

A =


−1 −1 −1 0 0 0
1 0 0 −1 0 1
0 1 0 1 −1 0
0 0 1 0 1 −1

 (16)

となる. rankA = 3であり, dimC1 = 6 より

Im∂1 ' ⊕3Z ⊂ C0, Ker∂1 ' ⊕3Z ⊂ C1 (17)

である. ∂0 は 0mapなので, Ker∂0 = C0 ' ⊕4Z. よって

H0(S
2) = H0 = C0/Im(∂1) = Z (18)
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となる. 次に, ∂2 : C2 → C1 を考える.

∂2 〈aiajak〉 = 〈ajak〉 − 〈aiak〉+ 〈aiaj〉 (19)

より, 基底を F,E として ∂2 の表現行列を考える.

∂(

4∑
j=1

njsj) =

6∑
k=1

mk 〈ek〉 (20)

とすると, 表現行列は

B =


1 0 −1 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1

 (21)

となる. rankB = dim(Im∂2) = 3 であり, dim(ker ∂2 = dimC2 − 3 = 1)より,

Im∂2 ' ⊕3Z ⊂ C1, Ker∂2 ' Z ⊂ C2 (22)

となる. よって,
H1(S

2) = Ker∂1/Im∂2 ' 0 (23)

である. ∂3 : C3 → C2 を考えると, Im ∂3 = 0 より,

H2(S
2) = Ker∂2/Im∂3 ' Z (24)

となる. よって, 球面のホモロジー群は

Hi(S
2) =

{
Z if i = 0, 2

0 if i 6= 0, 2
(25)

となる.

Theorem 2

一般に, m次元向き付け可能閉連結多様体M のm次ホモロジー群は

Hm(M ;Z) ' Z (26)

となる.

また, ホモロジー群は単体分割 h : |K| → X によらず位相空間 X にのみ決まるものであるという定理がある. これ
より, 位相空間 X からホモロジー群 H∗(X)は一意に決まるものであることが分かる. 後に登場する特異ホモロジー
群による構成も同様であり, 特異ホモロジー群とホモロジー群の結果自体は同じである.

2.4 CW複体
definition 3.12

Kronecker積という双 1次写像は

Hl(C∗)⊗H l(C∗) → Z ([z], [f ]) 7→ f(z)
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で定義される.

proposition 3.12

Kronecker積は well-defindである.

このように (コ)チェインを定義することで、単体複体K の (コ)ホモロジー群を計算することができることが分かっ
た。しかし、位相空間 X の (コ)ホモロジー群を計算することはまだできない。一般に、位相空間 X は C∞ 三角形
分割 (K, t)を持ち、X = |K|という多面体とみなすことができる。このとき、X = |K|の特異 (コ)ホモロジー群は
K の単体的 (コ)ホモロジー群と同型になり、三角形分割の構成に依らないことが示されるので、具体的な位相空間
に対しても単体的 (コ)ホモロジー群を求める方法は有効である。次節では、単体的 (コ)ホモロジー群ではない、一
般の位相空間に対しての特異 (コ)ホモロジー群を構成する。
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2.5 特異ホモロジー
definition 3.13

∆k = {x = (x1, · · · , xk) ∈ Rk ; xi ≥ 0,

k∑
i=1

ai ≤ 1}

これを標準的 k 単体という.位相空間 X に対して任意の連続写像 σ : ∆k → X を X の特異 k 単体という.X の特異
k 単体全体によって生成される自由アーベル群を Sk(X)と表し、その元 c ∈ Sk(X)を X の特異 k チェインという.

definition 3.14

i = 0, 1, · · · , k に対して連続写像 εi : ∆
k−1 → ∆k を

ε0(x1, · · · , xk−1) = (1−
k−1∑
i=1

xi, x1, · · · , xk−1)

εi(x1, · · · , xk−1) = (x1, · · · , xi−1, 0, xi+1, · · · , xk−1)

とする.ここで,境界作用素は

∂ : Sk(X) → Sk−1(X) ∂σ =

k∑
i=0

(−1)iσ ◦ εi

により定義される.

proposition 3.14

境界作用素は 2回作用させると常に 0になる
∂ ◦ ∂ = 0

definition 3.15

S∗(X) = {Sk(X), ∂}はチェイン複体となり,これを X の特異チェイン複体という.

そのホモロジー群を H∗(S∗(X)) = H∗(X)と書き, X の特異ホモロジー群という.

また, コチェイン複体 Hom(S∗(X),Z) = S∗(X)と書き, そのコホモロジー群 H∗(S∗(X)) = H∗(X)を X の特異コ
ホモロジー群という.

一般に, アーベル群 Aを係数とする特異ホモロジー群をチェイン複体 S∗(X) ⊗ Aのホモロジー H∗(S∗(X) ⊗ A) =

H∗(X;A), 特異コホモロジー群をコチェイン複体 S∗(X) ⊗ A のコホモロジー H∗(S∗(X) ⊗ A) = H∗(X;A) と書
き,X の部分空間 Y の相対的なホモロジー群H∗(X,Y ;A)は S∗(X)⊗A/S∗(Y )⊗Aのホモロジーとして定義される.

proposition 3.15

X = |K| = |V |である場合, H∗(X) = H∗(|K|) ∼= H∗(K) ∼= H∗(V )となる.特に,単体的コホモロジー群 H∗(K)は
位相不変であり,三角形分割 (K, t)(V, s)の取り方に依らず定まる.
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2.6 可微分多様体の三角形分割

2.6.1 C∞ 多様体の C∞ 三角形分割
definition 3.16

M を n次元 C∞ 多様体とする.n次元単体複体K によるM の三角形分割 t : |K| →M は,K の任意の n単体 |σ|に
対して,tの |σ|への制限 t||σ| が C∞ 埋め込みであるとき, C∞ 三角形分割という.t||σ| が C∞ 埋め込みであるとは,|σ|
によって貼られる n次元部分空間の中で |σ|のある開近傍 U からM への C∞ 埋め込みに拡張できることをいう.

theorem 3.17(Cairns J.H.C. Whitehead)

すべての C∞ 多様体は C∞ 三角形分割を持つ. また, 境界のある C∞ 多様体の境界の C∞ 三角形分割は, 全体の C∞

三角形分割に拡張できる.

proposition 3.18

C∞ 三角形分割 t : |K| →M により Hn(M, ;Z)と Hn(K;Z)を同一視する.

K の n次元ホモロジー群Hn(K;Z)は c0 =
∑

〈σi〉の表すホモロジー類 [M ] ∈ Hn(M, ;Z)が生成する無限巡回群で
ある.ここで, [M ]をM の基本類という.

theorem 3.19

M を n次元連結向き付け可能な C∞ 級閉多様体とする.このとき,

Hn(M ;Z) ∼= Z

であり,向きを指定すると定まる基本類 [M ]はこの群の生成元である.
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2.6.2 C∞ 多様体の C∞ 特異チェイン複体
以下M は C∞ 多様体であるとする.

definition 3.20

標準的 k 単体からM への C∞ 写像 σ : ∆k →M をM の C∞ 特異 k 単体という.

M の C∞ 特異 k 単体全体の生成する自由アーベル群を S∞
k (M) と表し, その元 c ∈ S∞

k (M) を M の C∞ 特異 k

チェインという.このとき, S∞
∗ (M) = {S∞

k (M), ∂}はM の特異チェイン複体 S∗(M)の部分複体となり、S∞
∗ (M)を

M の C∞ 特異チェイン複体という.その双対複体Hom(S∞
∗ (M),R) = S∗

∞(M)をM の R係数の C∞ 特異コチェイ
ン複体という.

proposition 3.20

包含写像 S∞
∗ (M) ⊂ S∗(M)は自然な同型 H∗(S

∞
∗ (M)) ∼= H∗(S∗(M))を誘導する.
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2.7 特異ホモロジー群の例

2.7.1 1点のホモロジー群
一点 ptの特異ホモロジー群を計算する.

任意の k に対して, 標準的 k 単体から一点への写像はただ一つしかないので, Sk(pt) ' Z となる.

境界作用素 ∂k : Sk(pt) → Sk−1(pt) は

∂k(σ
k) =

k∑
i=0

(−1)i∂iσ
k =

k∑
i=0

(−1)iσk−1 =

{
σk−1 k : 偶数
0 k : 奇数 (27)

である.

したがって, 特異チェイン複体は

· · ·S4(pt)
1−→ S3(pt)

0−→ S2(pt)
1−→ S1(pt)

0−→ S0(pt)
1−→ 0 (28)

となる. よって, サイクルとバウンダリーは

Zk(pt) =

{
Z k : 奇数
0 k : 偶数 , Bk(pt) =

{
Z k : 偶数
0 k : 奇数 (29)

である. これより, ホモロジー群は

Hk(pt) = Zk(pt)/Bk(pt) =

{
Z k = 0

0 k ≥ 1
(30)

となる.

2.7.2 被約ホモロジー群
被約ホモロジー群の計算を経由することで, 後に述べるMayer-Vietorisの長完全系列を用いたホモロジー群の計算
が容易になる場合がある.

集合 S について, 添加写像 (augmentation map)を

ε : ZS → Z ε(
∑

misi) =
∑

mi

と定義する. このとき,

ε ◦ ∂1σ = ε(

1∑
i=0

(−1)i∂iσ) = 1− 1 = 0 (31)

より, 複体の構造が保たれる.

S0(X)の後ろに ε→ Zを付け加えた複体

· · · ∂2−→ S1(X)
∂1−→ S0(X)

ϵ−→ Z → 0

を被約特異チェイン複体という.

この chain complexのホモロジー群を X の被約特異ホモロジー群といい,H̃∗(X)と書く.
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2.7.3 1点の被約ホモロジー群
一点 ptの被約特異ホモロジー群を計算する. 先ほどの複体の構造に添加写像を加えると,

· · ·S2(pt)
1−→ S1(pt)

0−→ S0(pt)
ϵ−→ Z → 0 (32)

となる. ここで, εは同型であるので, ker ε = 0 であり, Imε = Z である.

したがって, 被約ホモロジー群は n = 0のとき

H̃0(pt) = ker ε/Im∂1 = 0 (33)

であり, n ≥ 1のとき
H̃n(pt) = Hn(pt) = 0 (34)

となる. まとめると, 1点の被約ホモロジー群は

H̃n(pt) = 0 (∀n ≥ 0) (35)

である. このような被約ホモロジー群には名前が付いている.

Definition 3

位相空間 X の被約ホモロジー群が
H̃n(X) = 0 (∀n ≥ 0) (36)

を満たすとき, X を非輪状 (acyclic)であるという.

すなわち, 1点は非輪状である.
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2.8 完全系列
Definition 3

加群 Gn と準同型写像 dn : Gn → Gn−1 の列

· · · dn+1−−−→ Gn
dn−→ Gn−1

dn−1−−−→ · · · d2−→ G1
d1−→ G0

d0−→ · · ·

が完全系列であるとは, 任意の nに対して Im dn+1 = Ker dn が成り立つことをいう.

Proposition 2

完全系列において, 任意の nに対して dn ◦ dn+1 = 0が成り立つ.

proof

任意の x ∈ Gn+1 に対して, dn+1(x) ∈ Im dn+1 = Ker dn であるので, dn(dn+1(x)) = 0が成り立つ.

Proposition 2

(A)完全系列
0
g−→ G1

f−→ G2

が存在することと, f が単射であることは同値である.

(B)また, 完全系列
G1

g−→ G2
f−→ 0

が存在することと, g が全射であることは同値である.

proof

(A)完全系列の定義より, G1 において Im(g) = Ker(f) が成り立つ. ここで, g は零加群 0 からの写像であ
るため, その像は単位元のみからなる. すなわち Im(g) = {0} である. したがって, この系列が完全である
ことは Ker(f) = {0} であることと同値である.

加群準同型写像の核が {0} であることは, その写像が単射であることと同値であるため, f は単射である.

(B) 同様に, 完全系列の定義より, G2 において Im(g) = Ker(f) が成り立つ. ここで, f は零加群 0 への写
像であるため, その核は全加群 G2 自身である. すなわち Ker(f) = G2 である. したがって, この系列が完
全であることは Im(g) = G2 であることと同値である. 像が終域全体と一致することは, その写像が全射で
あることと同値であるため, g は全射である.

以上を合わせて, 完全系列において重要な帰結が得られる.
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Corollary 2

完全系列
0
g−→ G1

f−→ G2
h−→ 0

が存在することと, f が同型であることは同値である.

proof

命題 3の (A)より, f は単射であり, (B)より, f は全射である. よって, f は同型である.

Proposition 2

完全系列
0 −→ G1

f−→ G2
g−→ G3 −→ 0 (37)

が存在するとき, 同型 G2/Im(f) ∼= G3 が成り立つ. このような完全系列を短完全系列という.

注: f は単射であるため G1
∼= Im(f) とみなし, G2/G1

∼= G3 と書くこともある.

proof

群の準同型定理（第一同型定理）を g : G2 → G3 に適用する. 準同型定理より,

G2/Ker(g) ∼= Im(g)

が成り立つ. ここで完全系列の定義より, 以下の 2点が成立する.

• G3 → 0 が完全であることから, g は全射である. すなわち Im(g) = G3.

• G2 における完全性より, g の核は f の像と一致する. すなわち Ker(g) = Im(f).

これらを上の同型式に代入することで,
G2/Im(f) ∼= G3

が得られる.

Definition 2 分裂完全系列

短完全系列が分裂するとは
0 −→ A

f−→ B
g−→ C −→ 0 (38)

に対して, f(A) ' A が B の直和因子となることをいう. すなわち, ある部分加群 C ′ が存在して, B =

f(A)⊕ C ′ となることをいう.

この分裂の定義はいくつかの同値な言い換えを持つ.

Proposition 2

短完全系列
0 −→ A

f−→ B
g−→ C −→ 0 (39)
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が分裂することと, 以下のいずれかが成り立つことは同値である.

(1) 準同型写像 s : C → B が存在して, g ◦ s = idC を満たす.

(2) 準同型写像 r : B → A が存在して, r ◦ f = idA を満たす.

proof

省略.

空間対 (X,A)に対して特異 nチェイン複体の短完全系列が存在して, それは分裂することが知られている.

Proposition 2

位相空間 X の部分空間 Aに対して, 次の短完全系列が存在する.

0 −→ S∗(A)
i−→ S∗(X)

π−→ S∗(X,A) = S∗(X)/S∗(A) −→ 0

ここで, iは包含写像により誘導される写像, π は商写像により誘導される写像である. この短完全系列は分裂
する.

proof

省略, iの逆写像 r : S∗(X) → S∗(A) を適当に取れば良い.

Definition 2 連結準同型

鎖複体の短完全系列
0 −→ C∗

φ−→ C ′
∗
ψ−→ C ′′

∗ −→ 0 (40)

に対して, 各 nの誘導準同型によって得られる系列

Hn(C∗)
φ∗−−→ Hn(C

′
∗)

ψ∗−−→ Hn(C
′′
∗ )

Hn−1(C∗)
φ∗−−→ Hn−1(C

′
∗)

ψ∗−−→ Hn−1(C
′′
∗ )

がある. これを各 nに対して繋ぐような準同型

∂n : Hn(C
′′
∗ ) → Hn−1(C∗)

を構成することができる. この準同型 ∂ を鎖複体の定める連結準同型という.

また, これらを合わせて得られる系列

· · · ∂n+1−−−→ Hn(C∗)
φ∗−−→ Hn(C

′
∗)

ψ∗−−→ Hn(C
′′
∗ )

∂n−→ Hn−1(C∗)
φ∗−−→ · · ·

をホモロジー完全列という.

Theorem 2 ホモロジー完全列の存在

鎖複体が定める連結準同型は存在し, ホモロジー完全列を与える.
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proof

省略. とても長いですが証明も含めて有名な定理です.

一般にアーベル圏でもこれは成り立ち, 蛇の補題と言われます.

2.9 切除定理とMayer-Vietoris 完全系列
Definition 2 切除的

位相空間 X の部分空間 X1, X2 の対 (X1, X2) が切除的 (excisive)であるとは

ι : S∗(X1 +X2) ↪→ S∗(X) (41)

が chain homotopy同値であることをいう.ここで, X1 +X2 は X1 と X2 の和集合である.

Theorem 2 (弱い)切除定理

位相空間 X とその部分空間 X1, X2 に対して

X = X1 ∪X2X = intX1 ∪ intX2 (42)

が成立するならば, 対 (X1, X2) は切除的である.

proof

省略.

この切除定理を用いることで, Mayer-Vietoris完全系列を得ることができる.

Theorem 2 Mayer-Vietoris完全系列

位相空間 X とその部分空間 X1, X2 に対して

X = X1 ∪X2X = intX1 ∪ intX2 (43)

が成立するならば, 次のホモロジー完全列が存在する.

· · · → Hn(X1 ∩X2)
(i∗,j∗)−−−−→ Hn(X1)⊕Hn(X2)

k∗−l∗−−−−→ Hn(X)
∂n−→ Hn−1(X1 ∩X2) → · · ·

ここで, i : X1 ∩X2 ↪→ X1, j : X1 ∩X2 ↪→ X2, k : X1 ↪→ X, l : X2 ↪→ X は包含写像である.

proof

省略.
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2.10 Mayer-Vietoris完全系列の応用

2.10.1 懸垂同型
位相空間 Y に対して, SY を

SY = Y × [−1, 1]/ ∼ (44)

で定義する. ここで, ∼ は Y × {−1} の全ての点を一点に, Y × {1} の全ての点を一点に同一視する同値関係であ
る. この空間 SY を Y の懸垂という.

SY の部分空間 X1, X2 を
X1 = Y × [−1,

1

2
]/ ∼, X2 = Y × [−1

2
, 1]/ ∼ (45)

と定めると, X = X1 ∪X2 かつ X = intX1 ∪ intX2 であることから, Mayer-Vietoris完全系列が適用できる. また,

X1 ∩X2 = Y × [−1

2
,
1

2
]/ ∼ ' Y (46)

であり, X1 も X2 も可縮である. ここでの同値関係は chain homologyである.

よって, Mayer-Vietoris完全系列は

· · · toHn(X1 ∩X2)
(i∗,j∗)−−−−→ Hn(X1)⊕Hn(X2)

k∗−l∗−−−−→ Hn(SY )
∂n−→ Hn−1(X1 ∩X2) → · · ·

つまり,

· · · → Hn(Y )
0−→ 0

0−→ Hn(SY )
∂n−→ Hn−1(Y ) → 0 → · · ·

となる. ここで, 0 は零写像である. しかし, 1pt のホモロジー群は

Hn(1pt) =

{
Z (n = 0)

0 (n 6= 0)

であるので, n = 0 のときは短完全系列が得られない. そこで, 簡約ホモロジー群を用いる.

Mayer-Vietoris完全列は簡約ホモロジー群 H̃n(X) に対しても成り立つことから, 次の完全列が得られる.

· · · → H̃n(Y )
0−→ 0

0−→ H̃n(SY )
∂n−→ H̃n−1(Y ) → · · ·

これは n = 0 の場合も短完全系列となる. 実際, 1ptの簡約ホモロジー群は

H̃n(1pt) = 0 (∀n ≥ 0)

であるので, n = 0 のときも
0 → H̃0(SY )

∂0−→ H̃−1(Y ) = 0

が得られる. よって, 簡約ホモロジー群は

H̃n(SY ) ∼= H̃n−1(Y ) (∀n ≥ 0)

を満たすことが分かる. n ≤ 1のときには

Hn(SY ) ∼= H̃n(SY ) ∼= H̃n−1(Y )

が得られる. これを懸垂同型という.

Y = S0 = ∂B1 = {−1, 1} のとき, SY ∼= S1 であるので, 懸垂同型より

Hn(S
1) ∼=

{
Z (n = 0, 1)

0 (n 6= 0, 1)
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が得られる. ここでm次元向き付け可能閉連結多様体M の 0次ホモロジー群が Zであることを用いた.

同様に, Y = Sn−1 のとき, SY ∼= Sn であるので, 懸垂同型より

Hk(S
n) ∼=

{
Z (k = 0, n)

0 (k 6= 0, n)

が得られる.

2.10.2 空間対のホモロジー
空間対のホモロジー群の一番簡単な例に対してMayer-Vietoris完全系列を適用する.

I = [0, 1] İ = (0, 1) とする. このとき, 空間対の簡約ホモロジー群 H̃n(I, İ) を考える.

空間対の超完全列より, 次の完全列が得られる.

· · · → H̃n(İ)
i∗−→ H̃n(I)

j∗−→ H̃n(I, İ)
∂n−→ H̃n−1(İ) → · · ·

ここで, I は可縮であるので, H̃n(I) = 0 である. よって,

· · · → H̃n(İ)
0−→ 0

j∗−→ H̃n(I, İ)
∂n−→ H̃n−1(İ) → · · · 0 →

· · · → 0 −→ H̃1(I, İ)
∂1−→ H̃0(İ) → 0 → · · ·

が得られる. 短完全系列の性質より, 任意の n ≥ 1 に対して

H̃n(I, İ) ∼= H̃n−1(İ) ∼= Hn−1(İ)

が成り立つ. また, n = 1 のときには
H1(I, İ) ∼= H̃0(İ) (47)

が得られる. ここで,
H̃0(İ) ∼= H1(Sİ) ∼= H1(S

1) ∼= Z (48)

であり, n ≤ 2 に対して
Hn−1(İ) ∼= Hn−1(1pt)⊕Hn−1(1pt) ∼= 0 (49)

であることから, 次が成り立つ.

Hn(I, İ) ∼=

{
Z (n = 1)

0 (n 6= 1)
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2.11 微分形式の積分と Stokesの定理

2.11.1 (a) n次元多様体上の n形式の積分
definition 3.21

M の座標近傍からなる局所有限な開被覆 {Ui}とそれに従属する 1の分割 {fi}をとる.

M を向き付けられた n次元 C∞ 多様体とし, ω は n形式で supp ω がコンパクトなものとする.

このとき, ∫
M

ω =
∑
i

∫
Ui

fiω

と定義して, Ui の座標関数を選べば積分が定まる.これは微分形式の変換則とヤコビアンの性質より, 座標関数の取り
方に依らない.また, 有限個の iを除いて積分値は 0なので総和が確定する.

proposition 3.21∫
M
σ の定義は開被覆やそれに従属する 1の分割の取り方に依らない.また、積分の線形性がある.

2.11.2 (b) Stokesの定理 (多様体の場合)
theorem 3.22(Stokesの定理)

M を向き付けられた n次元 C∞ 多様体, σ を台がコンパクトな n− 1形式とする.このとき,∫
M

dω =

∫
∂M

ω

が成立する. ここで, 境界 ∂M にはM から誘導された向きを入れるものとする.

証明は教科書 P114,115

proposition 3.22

M を向き付けられた境界を持たない n次元 C∞ 多様体, σ を台がコンパクトな n− 1形式とする.このとき,∫
M

dω = 0

が成立する.
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2.11.3 (c) 微分形式のチェイン上の積分と Stokesの定理
M の C∞ 特異 k 単体 σ : ∆k →M による微分形式 ω ∈ Ak(M)の引き戻し σ∗ω を考える.

definition 3.23

特異チェイン上での微分形式の積分を考えるために, ω ∈ Ak(M)の特異 k 単体 σ 上の積分を∫
σ

ω =

∫
∆k

σ∗ω

により定義する. 一般の特異チェイン c =
∑
i aiσi ∈ S∞

k (M)に対して線形に拡張して∫
c

ω =
∑
i

ai

∫
σi

ω =
∑
i

ai

∫
∆k

σ∗ω

を得る. これを特異チェイン上の微分形式の積分として定義する.

theorem 3.23 (チェイン上の Stokesの定理)

C∞ 多様体M の C∞ 特異 k チェイン c ∈ S∞
∗ (M)と ω ∈ Ak−1(M)に対し,∫

c

dω =

∫
∂c

ω

が成り立つ.証明は教科書 P117,118
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3.3 de Rhamの定理

(a) de Rhamコホモロジー
M は n次元 C∞ 多様体であり, M 上の k 形式全体を ω ∈ Ak(M), 外微分作用素 d : Ak(M) → Ak−1(M)と表記
する.

definition 3.24

dω = 0となるとき閉形式, ω = dη となる η ∈ Ak−1(M)が存在するとき完全形式という.

M 上の閉じた k 形式全体を Zk(M), 完全な k 形式全体を Bk(M)とすると,

Zk(M) = Ker(d : Ak(M) → Ak+1(M)) Bk(M) = Im(d : Ak−1(M) → Ak(M))

であり, Bk(M) ⊂ Zk(M)であり, どちらも Ak(M)の線形部分空間である.

definition 3.25

Hk
DR(M) = Zk(M)/Bk(M)をM の k 次元 de Rham コホモロジー群という.

ω ∈ Zk(M)に対し, de Rham コホモロジー群の代表する類を [ω] ∈ Hk
DR(M)と書き, これを ω の表す de Rham

コホモロジー類という.また,直和
H∗
DR(M) =

n⊕
k=0

Hk
DR(M)

をM の de Rham コホモロジー群という.

これは, コチェイン複体 {A∗(M); d}のコホモロジーH∗(A∗(M); d) = H∗
DR(M)からも定義できる. このコチェイン

複体 {A∗(M); d}を de Rham 複体という.

一方, A∗(M)には外積の定義する積構造が入っている. この積構造は H∗
DR(M)にも次のような積構造を誘導する.

x ∈ Hk
DR(M) , y ∈ H l

DR(M)がそれぞれ ω ∈ Zk(M) , η ∈ H l
DR(M)の表す de Rham コホモロジー類のとき,

xy = [ω ∧ η] ∈ Hk+l
DR (M)

という積構造を考える.ω ∧ η は閉形式であり, 積 xy は x, y を表す閉形式の取り方に依らず定まる. 実際, ω′ =

ω + dξ , η′ = η + dτ という取り方をすると,

ω′ ∧ η′ = ω ∧ η + d((−1)kω ∧ τ + ξ ∧ dτ) yx = (−1)klxy

となるので,積 xy は同じ de Rham コホモロジー類となることが分かる.

この積構造をM の de Rham コホモロジー代数という.

52



proposition 3.26

M,N を C∞ 多様体とし f :M → N を C∞ 写像とする.このとき,f∗ : A∗(N) → A∗(M)は de Rham コホモロジー
代数の準同型写像 f∗ : H∗

DR(N) → H∗
DR(M)を誘導する.

具体的に, x = [ω] ∈ Hk
DR(N)と表されているとき, f∗(x) = [f∗ω]と定義すると f∗(xy) = f∗(x)f∗(y)となること

が分かる.

2.11.4 (b) de Rhamの定理
M から de Rham複体 {A∗(M), d)}と C∞ 特異コチェイン複体 {S∗

∞(M), δ)}という 2つのコチェイン複体が定
義された.両者を微分形式のチェイン上の積分で関連づける.

definition 3.27

I : Ak(M) → Sk∞(M) = Hom(S∞
k (M),R) I(ω)(c) =

∫
c

ω

という写像 I : A∗(M) → S∗
∞(M)を定義する.

proposition 3.27

写像 I : A∗(M) → S∗
∞(M)はコチェイン写像である. すなわち, I ◦ d = δ ◦ I である.

proof

ω ∈ Ak(M) を任意の k 形式, c ∈ S∗
k+1(M)を任意の特異 k + 1チェインとする.

I(dω)(c) =

∫
c

dω =

∫
∂c

ω = I(ω)(∂c) = δI(ω)(c)

が成立するので, I ◦ d = δ ◦ I である.

theorem 3.27 (de Rham の定理)

コチェイン写像 I : A∗(M) → S∗
∞(M)は同型写像

I : H∗
DR(M) ∼= H∗(S∗

∞(M)) ∼= H∗(S∗(M)) = H∗(M ;R)

を誘導する.

すなわち,M の de Rhamコホモロジーは Rを係数とする特異コホモロジーと同型であり, de Rhamコホモロジーは
位相不変であることが分かる.
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三角形分割 t : |K| →M が与えられている場合の de Rham の定理について考える.

〈σ〉を向き付けられた l単体とし, ω ∈ Al(M)をM 上の任意の l形式とする.

多面体 |K|は十分大きな N に対して RN の部分空間になるとし,|σ|の貼る l 次元の部分空間を Lとする.Lは Rl と
微分同相であり,そこには 〈σ〉の向きが誘導する向きが入る.C∞ 三角形分割の定義から, t||σ| : |σ| → M は |σ|の L

のなかにおけるある開近傍 U からM への C∞ 写像に拡張することができるので, t∗ω は U 情の l形式と思える.

definition 3.28

〈σ〉上の ω の積分は ∫
⟨σ⟩

ω =

∫
|σ|
t∗ω

で定義され, コチェイン写像 I : A∗(M) → C∗(K,R) I(ω)(〈σ〉) =
∫
⟨σ⟩ ω も定義できる.

theorem 3.28(三角形分割された多様体に対する de Rham の定理)

M を C∞ 多様体とし, 三角形分割 t : |K| → M が与えられているものとする. このとき, コチェイン写像 I :

A∗(M) → C∗(K,R)は同型写像 I : H∗
DR(M) ∼= H∗(K;R)を誘導する.

definition 3.29

dim(Hk(M ;R)) = βk を Betti数という.

(c) Poincareの補題
proposition 3.30M をC∞多様体とする. π :M×R →M を第一成分への射影, i :M →M×Rを i(p) = (p, 0)

により定義される写像とする.このとき,π の誘導する写像

π∗ : H∗
DR(M) → H∗

DR(M × R)

は同型写像であり、i∗ : H∗
DR(M × R) → H∗

DR(M)はその逆写像である.

証明は教科書 P124,125を参照

proposition 3.31 (Poincareの補題)

Rn の de Rham コホモロジーは自明である.すなわち, H0(Rn) = R , Hk(Rn) = 0 (k 6= 0)
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proposition 3.32

M,N を C∞ 多様体とする. M から N への 2つの C∞ 写像が互いにホモトープならば, それらが誘導する準同型写
像 H∗

DR(N) → H∗
DR(M)は一致する.

definition 3.33

2つの C∞ 多様体M,N は C∞ 写像 f :M → N , g : N →M が存在して, g ◦ f , f ◦ g がそれぞれM,N の恒等写
像にホモトープであるとき, 互いに同じホモトピー型を持つという. また 1点と同じホモトピー型を持つ多様体を可
縮という.

proposition 3.33 (de Rham コホモロジーのホモトピー不変性)

同じホモトピー型を持つ C∞ 多様体の de Rham コホモロジーは互いに同型である. 特に可縮な多様体の de Rham

コホモロジーは自明である.

3 Riemann幾何学入門
3.1 Riemann計量

3.2 Hodge star作用素

3.3 Hodgeの定理

55



4 Chern-Weil理論
4.1 不変多項式と Chern-Weil準同型

4.2 Chern類

4.3 Pontrjagin類と Euler類

4.4 Chern-Simons形式
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5 Yang-Millsの接続
5.1 接続全体の集合
ファイバー束 P の接続全体の集合 C = C (P )の性質を考える.

Proposition 2.28 ベクトル束 E の接続全体

接続全体の集合を C (E)とする.

C (E)は原点を固定すると A1(End E)と見なせ, C (E)はアフィン空間となる.

∇,∇0 ∈ C に対して, α = ∇−∇0 としたとき, α ∈ A1(End E)となる.

逆に, ∇0 ∈ C に対して, 任意の α ∈ A1(End E)を考えると α+∇0 ∈ C となる.

以上より, ∇0 ∈ C (E)を 1つ選べばそれを原点として C (E)はベクトル空間 A1(End E)と見なせる.

よって, C (E)はアフィン空間である.

Proposition 2.29 内積 hが入るベクトル束 E の接続全体

内積 hを保つ接続全体の集合を C (E, h)とする.

C (E, h)は原点を固定すると A1(End (E, h))と見なせ, C (E, h)はアフィン空間となる.

∇,∇0 ∈ C (E, h)に対して, α = ∇−∇0 としたとき, α ∈ A1(End E)となる.

また, α(h) = ∇h−∇0h = 0− 0 = 0より,αの条件として

h(αξ, η) + h(ξ, αη) = 0

が得られる.

このような αを各点 xに対して集めてファイバーを束ねることを考える.

End(E, h)x = {A ∈ End(Ex); h(Aξ, η) + h(ξ,Aη) = 0, ∀ξ, η ∈ Ex}

このような End(E, h)x を点 x ∈M におけるファイバーとするベクトル束を End E とする.

End (E, h) =
⋃
x

End(E, h)x

これは End(E)の部分ベクトル束であり,
α ∈ A1(End (E, h))

となる.

以上より, ∇0 ∈ C (E, h)を 1つ選べばそれを原点として C (E, h)は A1(End (E, h))と見なせる.

よって C (E, h)はアフィン空間である.
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Proposition 2.30 主 G束 P の接続全体

主 G束 P の接続全体の集合を C (P )とする.

C (P )は原点 ω0 ∈ C (P )を固定すると A1(P ×Ad g)と見なせ, C (P )はアフィン空間となる.

実際, P がベクトル束 E に同伴する主 GL(r;R) 束である場合は P ×Ad g = End E , E に内積が与えられた場
合, Qを (E, h)に同伴する主 O(r)束である場合は P ×Ad g = End(E, h)となり, 命題 2.28,29と一致する.

5.2 ゲージ変換全体の集合
Definition 2.31 E のゲージ変換 1

M 上ベクトル束 E のゲージ変換 ϕ : E → E がファイバー Ex を Ex にベクトル空間の同型写像として移す
とき, ϕを E のゲージ変換という.また, E のゲージ変換全体が作る群を G (E)と表す.

ベクトル束 E に同伴する主 GL(r,R)束 P に G (E)は

ϕ ◦ u : Rr → Ex → Ex u : Rr → Ex ∈ P ϕ ∈ G (E)

で与えられる.
ϕ(u) = ϕ ◦ u ∈ P

と定義することで, ϕは P の C∞ 級同相写像で, 任意の a ∈ GL(r;R)に対して

ϕ(ua) = ϕ(u) · a

となる.逆に P の変換 ϕがこれを満たすならば u ∈ Ex の表示によらず ϕ = ϕ(u) ◦ u−1 = ϕ(ua) ◦ (ua)−1 という同
型写像が定義できる.これは内積 hが与えられているときに内積を保つような変換のみを考えた場合にも成立する.

Definition 2.32 主 G束 P のゲージ変換

主 G束 P に対して
ϕ(ua) = ϕ(u)a u ∈ P, a ∈ G

となるような P の自己同型群を P のゲージ変換, ゲージ変換全体のつくる群をゲージ変換群よび, G = G (P )

と表す.

次にゲージ変換群の性質を考える.

群作用 (P ×G)×G→ P ×Gを

b : (u, a) → (ub, b−1ab) u ∈ P a, b ∈ G

で定義して, 同じ軌道を同一視した商空間を Gをファイバーとするファイバー束 P ×Ad Gとする.

(u, a) ∈ P ×Gで代表される P ×Ad Gの元は x = π(u)におけるファイバー Px の同型写像かつゲージ変換 ϕ

ϕx(v) = ϕ ◦ v = u ◦ a ◦ u−1 ◦ v ∈ Pz v ∈ Px

を与える. これが P ×Ad Gの代表元の取り方に依存しないことは

(ub) ◦ (b−1ab) ◦ (ub)−1 ◦ v = u ◦ a ◦ u−1 ◦ v
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から分かる. よって, P ×Ad G の切断とゲージ変換群は対応するので, P のゲージ変換をファイバー束の切断
Γ(P ×Ad G)とすることができる.

以上より次の命題が成り立つ.

Proposition 2.33 主 G束 P のゲージ変換群 G (P )

主 G束 P のゲージ変換群 G (P )は
G (P ) = Γ(P ×Ad G)

としてとらえることができる.また, その Lie環と指数写像 exp : g → Gを考えることによって,

exp : A0(P ×Ad g)) → Γ(P ×Ad G) = G (P )

が得られる.

5.3 接続全体の空間に作用するゲージ変換群

5.4 Yang-Millsの方程式

5.5 弱安定なYang-Mills接続
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6 4次元多様体入門
6.1 SD/ASDへの分解

6.2 Instanton

6.3 モジュライ空間

6.4 モジュライ空間の大域的構造

7 非可換ゲージ理論と数学
7.1 古典的ゲージ理論

7.2 Yang-Mills Lagrangian

7.3 Wilson loop

7.4 ゲージ場の量子化

8 Spin構造とDirac作用素
9 指数定理
10 アノマリーと幾何学
11 Seiberg-Witten方程式
12 超対称性場の理論と幾何学
13 位相的場の理論
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