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1 いろいろな位相空間
・n次元ユークリッド空間

Rn = {(x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ R} (1)

Hausdorff, 弧状連結であり, コンパクトでない.

・n次元球面
Sn = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x21 + x22 + · · ·+ x2n+1 = 1} (2)

n ≥ 1のとき, Hausdorff, 弧状連結であり, コンパクト. S0 = {±1} は pathを作れないので弧状連結でない.

・n次元トーラス
Tn = S1 × S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

n 個

(3)

Hausdorff, 弧状連結であり, コンパクト.

・n次元実射影空間
RPn = Rn+1 \ {0}/ ∼ (4)

ここで, x ∼ y ⇔ ∃λ ∈ R \ {0} such that x = λy という同値関係 ∼を用いた.

Hausdorff, 弧状連結であり, コンパクト.

・n次元閉円板
Dn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x21 + x22 + · · ·+ x2n ≤ 1} (5)

Hausdorff, 弧状連結であり, コンパクト.

・n次元立方体
In = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ xi ≤ 1} (6)

Hausdorff, 弧状連結であり, コンパクト. In は Dn と同相 (homeomorphic)である.
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1.1 軌道空間
この章では, 位相空間 X に群 Gが作用することで考えられる軌道空間やその性質について説明する.

1.1.1 開写像と閉写像
定義 3.1

(X,UX)と (Y,UY )を位相空間として, f : X → Y を写像とする.

• f が開写像 (open mapping)であるとは, 任意の U ∈ UX に対して f(U) ∈ UY が成り立つことをいう.

• f が閉写像 (closed mapping) であるとは, 任意の U ∈ FX に対して f(U) ∈ FY が閉集合であること
をいう.

ここで, FX は X の閉集合系を表す.

開写像の合成写像は明らかに開写像であり, 閉写像も同様である. また, VX を X の位相の開基とするとき,

f は開写像⇔ ∀V ∈ VX , f(V ) ∈ UY (7)

が成り立つ.

例 3.1

(1) Y が離散空間であれば, 位相空間の間の任意の写像 f : X → Y は開写像かつ閉写像である.

これは, 離散空間の任意の部分集合が開かつ閉集合であるためである.

例えば, X = R, Y = Zとして, Rには標準的な位相を, Zには離散位相を入れるとき, φ(x) = bxc という写像は開
写像かつ閉写像であるが, 連続ではないことがわかる.

(2) f : X → Y が同相であれば, f は開写像かつ閉写像である.

同相写像であるとは, f が全単射かつ連続で, 逆写像 f−1 : Y → X も連続であることをいう. 逆写像が連続なので, f

は開写像かつ閉写像である.

特に, 恒等写像は開かつ閉であることは自明に分かる. また, f が全単射連続写像であれば,

f は同相⇔ f は開写像⇔ f は閉写像 (8)

となる. これは, 開写像が逆写像の連続性と同値であることから分かる.

(3)R上の同値関係を x ∼ y ⇔ x− y ∈ Z と定めるとき, 商空間 R/ ∼は円周 S1 と同相である. 商写像 π : R → S1 は
x ∈ Rの小数部分を S1 上の点に対応させるような射影である.

π : R → S1 は開写像である. しかし, 任意の商写像が開写像であるというわけではない.

例えば, Rにおいて I = [−1, 1]の各点を同一視するような同値関係 ∼′ を定めるとき, 商写像 π′ : R → R/ ∼′ は開写
像でない.

実際に商位相の定義を考えると, (−1, 1)は Rの開集合であるので, π′−1π′(−1, 1) = I は Rの開集合ではないことか
ら, π′(−1, 1) は R/ ∼′ の開集合ではないことがわかる.

(4) Cを通常の距離によって位相空間とみなす. このとき, R2 と Cは同相であり, S1 を Cの単位円と同一視する.

このとき, 任意の n ∈ Z \ {0}に対して, 連続写像 fn : S1 → S1 を fn(z) = zn と定義する. この写像は開写像である.
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実際, 任意の θ ∈ R, ϵ > 0に対して

V (eiθ, ϵ) = {eiϕ ∈ S1 | |ϕ− θ| < ϵ} (9)

とおき,
V = {V (eiθ, ϵ) | θ ∈ R, ϵ > 0} (10)

とすれば, V は S1 の位相の開基である. 任意の n ∈ Nに対して, fn(V (eiθ, ϵ)) = V (einθ, nϵ) であることから, fn は
開集合の基底を開集合に移すことが分かる.

n < 0 のとき, ν : z 7→ z−1 とすれば, fn = f−n ◦ ν であることから, fn も開写像である.

(5) i = 1, 2に対して, fi : Xi → Yi を開写像とする. このとき, 直積写像 f1 × f2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2 は開写像であ
る.

実際, 直積空間 X1 ×X2 の開集合の基底を Y1 × Y2 の開集合の基底に移すことができることから分かる. しかし, 閉
写像の直積写像は必ずしも閉写像であるとは限らない.

例えば, g : R → {0}を定値写像とすると, 直積写像 idR × g : R× R → R× {0} は第 1成分の射影である.

このとき, F = {(x, y) ∈ R2 | xy = 1} は R×Rの閉集合であるが, (idR× g)(F ) = {(x, 0) ∈ R2 | x 6= 0} は R×{0}
の閉集合ではない.

(6) X1, X2 を位相空間として, 各 i = 1, 2に対して, pi : X1 ×X2 → Xi を第 i成分の射影とする. このとき, 直積位
相を考えると pi は開写像である.

しかし, pi は閉写像であるとは限らない. 例えば, ユークリッド空間 Rの間の射影 p1 : R2 → R は開写像であるが, 閉
集合 F = {(x, y) ∈ R2 | xy = 1} の像 p1(F ) = R \ {0} は Rの閉集合ではない.

次に, 位相空間の第二可算性について考える. 位相空間 X が第二可算であるとは, X が高々可算な基底を持つことを
いう. この第二可算性は部分空間には遺伝するが, 商空間に対しては遺伝しない.(P55の表が分かりやすい)

商空間が第二可算であるための十分条件として以下が知られている.

補題 3.2

(X,UX)を第二可算な位相空間として, ∼を X 上の同値関係とする. 商写像 π : X → X/ ∼ が開写像である
とき, 商空間 X/ ∼は第二可算空間である.

Proof. V を X の位相の高々可算な基底とする.

商集合における開集合の族 V ′ = {π(Vλ) | Vλ ∈ V} が商位相空間 X/ ∼ の可算基底であることを示す.

商位相の定義より, 任意の U ∈ UX/∼ に対して, ある {Vλ}λ∈Λ ⊂ V が存在して π−1(U) =
⋃

λ∈Λ Vλ を満たす.

U = π(π−1(U)) = π
(⋃

λ∈Λ Vλ
)
=

⋃
λ∈Λ π(Vλ) である. V ′ = {π(V ) | V ∈ V} は X/ ∼の位相の基底であることが

分かる. π は開写像であり V が高々可算であることから, {π(V ) | V ∈ V}も高々可算であることが分かる.

よって, 商空間 X/ ∼は第二可算空間であることが示された.

例 3.3

n次元実射影空間 Pn = Rn+1 \ {0}/ ∼ は商空間であるが, 商写像 π : Rn+1 \ {0} → Pn は開写像である.

実際, Rn+1 \ {0}の任意の開集合 U に対して, π−1(π(U)) =
⋃

λ∈R\{0} λU である. ここで, λU = {λx | x ∈ U} であ
る. λU は U のスカラー倍であるから, λU も開集合である. したがって, π−1(π(U)) は開集合の和集合であるから開
集合である. 商位相の定義から, 商写像 π は開集合であることが分かるので, Pn は第二可算空間である.
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1.1.2 群の作用と軌道空間
定義 3.4

群 Gが位相空間で, 任意の x, y ∈ Gに対して, 積 xy と逆元 x−1 が µ : G×G → G と ν : G → G という連
続写像で与えられるとき, Gは位相群 (topological group)であるという.

任意の群は離散位相を考えることで位相群になる. これは任意の部分集合が開集合になるためである. このような群
を離散群 (discrete group)という.

有限群に関しては特に断りがない限り離散群とみなす.

また, ν は同相写像であり, 任意の g ∈ Gに対して ψg : G → G を ψg(x) = gx と定めると, 群の定義の性質より ψg

は同相写像であり開写像となる.

任意の開集合 V ∈ UG に対して gV = ψg(V ) は開集合となるので, 任意の開集合 U, V ∈ UG に対して µ(U × V ) =

UV =
⋃

g∈U gV も開集合となる.

よって, µも開写像であることが分かる.

定義 3.5

G を位相群, X を位相空間とする. 連続写像 φ : G × X → X で, 任意の g, h ∈ G と x ∈ X に対して
φ((g, x)) = g · x と定めるとき
(1) g · (h · x) = (gh) · x
(2) e · x = x

を満たすとき, φを GのX への (連続な)左作用 (left action)といい, GはX に左から作用するという. この
ことを G↷ X と表す.

同様に右作用も定義される. Gが X に右から作用することを X ↶ G と表す.

g ·xは省略して gxと書くこともある. 一般に左作用から右作用を構成することができる. 例えば, x⋆ g = g−1 ·x と
定めると, ⋆は右作用となる.

実際, 任意の g, h ∈ Gと x ∈ X に対して

(x ⋆ g) ⋆ h = (g−1 · x) ⋆ h = h−1 · (g−1 · x) = (hg)−1 · x = x ⋆ (gh) (11)

から分かる. 同様に右作用から左作用を構成することもできる. 例えば, g · x = x ⋆ g−1 と定めると, ·は左作用となる.

実際, 任意の g, h ∈ Gと x ∈ X に対して

g · (h · x) = (h · x) ⋆ g−1 = h · (x ⋆ g−1) = (hg) · x (12)

から分かる. ここでは, 特に断りがない限り作用を左作用と考えることにする.

Gを X の (位相)変換群 (transformation group)といい, X を G空間 (G-space)という.

G↷ X とするとき, φg : X → X を φg(x) = g · x と定めると, φg は連続で, φg−1 = φ−1
g であることから逆写像も

連続であり, 同相写像であることが分かる. φg を g による左移動 (left translation)という.

X 上の同値関係 ∼を
x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G such that y = g · x (13)

と定めるとき, ∼は同値関係となる. この同値関係による商空間 X/ ∼ を X の Gによる軌道空間 (orbit space)とい
う. また, x ∈ X の同値類を xの軌道 (orbit)といい, G · x = {g · x | g ∈ G} と表す.

例 3.4
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(1) Z を加法が入った離散群, R を通常の距離によるユークリッド空間とし, 写像 φ : Z × R → R を φ(n, x) =

n× x = n+ x と定める.

このとき, n · (m · x) = n · (m+ x) = n+m+ x = (n+m) · x, 0 · x = x であることから, Z ↷ Rであり, 軌道空間
は R/Z ∼= S1 である.

同様に n ≥ 2 に対して, 離散群 Zn を加法が入った離散群, Rn を通常の距離によるユークリッド空間とし, 写像
φ : Zn × Rn → Rn を

φ((m1,m2, . . . ,mn), (x1, x2, . . . , xn)) = (m1,m2, . . . ,mn) · (x1, x2, . . . , xn) = (m1 + x1,m2 + x2, . . . ,mn + xn)
(14)

によって定めるとき, φによって作用が定まり 軌道空間は Rn/Zn ∼= Tn となる.

(2) G = {±1} の n 次元球面への作用を g · x = gx と定めるとき, 実射影空間 Pn が軌道空間となる. これ
は, Rn+1 \ {0}に埋め込まれている Sn を考えて, 原点を通る直線との交点が 2つあること, それらが対蹠点であるこ
とから分かる.

(3) n ≥ 1として, n次元正方行列全体M(n,R)を通常のユークリッド空間 Rn2 と同一視することで位相空間と見な
す. 行列の加法によって, M(n,R)を位相群と見なす.

次に, 正則行列全体 GL(n,R)がM(n,R)の部分空間となることから相対位相を入れる. このとき, GL(n,R)は位相
群となる. 実際, A−1 = 1

detA · adj(A)の各成分は Aの成分の有理式であり, AB の各成分は Aと B の各成分の多項
式であることから, GL(n,R)の積と逆元は連続であることが分かる.

v ∈ Rn を固定して, GL(n,R) の Rn への作用を A · x = Ax と定める. 0 の軌道は A · 0 = 0 であるから, {0}
のみである. v 6= 0 として, Rn の基底を {v, v2, · · · , vn} とすると, A = (v, v2, · · · , vn) ∈ GL(n,R) である. ま
た, e1 = (1, 0, · · · , 0)T とすると, Ae1 = v であるから, e1 の軌道は Rn \ {0} である.

つまり, non zero なベクトルを Rn のなかで動かして e1 の軌道を確認すると, それは Rn のなかで 0以外の全ての点
を通ることが分かる.

したがって, 軌道空間は Rn/GL(n,R) = {{0}, GL(n,R)e1} という 2点集合であることが分かる. これは v1,v2 ∈
Rn \ {0}に対して, ある A ∈ GL(n,R) が存在して Av1 = v2 であることから分かる.

(4) X,Y を G空間として, 直積空間 X × Y に Gの作用を g · (x, y) = (g · x, g · y) と定めるとき, X × Y は G空間
となる.

実際, 任意の g, h ∈ Gと (x, y) ∈ X × Y に対して

g · (h · (x, y)) = g · (h · x, h · y) = (g · (h · x), g · (h · y)) = ((gh) · x, (gh) · y) = (gh) · (x, y) (15)

であることから分かる.

定義 3.5

G を位相群, X,Y を G が作用する位相空間とする. 連続写像 f : X → Y が G 同変写像 (G-equivariant

map)であるとは, 任意の g ∈ Gと x ∈ X に対して f(g · x) = g · f(x) が成り立つことをいう.

また, f が同相写像であるとき. f は G 同相写像 (G-homeomorphism) であるといい, X と Y が G 同相
(G-homeomorphic)であるという.

G同変写像は, Gによる作用と f が交換することを意味している. また, G同相写像は, Gによる作用を保つ同相写
像であるので, G空間という構造が入ったとしても X と Y は同じものと見なせる.

次の補題により, 位相空間が G同相であることは G空間の集合において同値関係を定められることが分かる.
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補題 3.5

(1) f : X → Y が G同相写像であれば, その逆写像 f−1 : Y → X も G同相写像である.

(2) f : X → Y と g : Y → Z が G同相写像であれば, 合成写像 g ◦ f : X → Z も G同相写像である.

Proof. (1) f が G同相写像であるとき, 任意の g ∈ Gと y ∈ Y に対して

f−1(g · y) = f−1(g · f(x)) = f−1(f(g · x)) = g · x = g · f−1(y) (16)

であることから分かる.

(2) 任意の g ∈ Gと x ∈ X に対して

(g ◦ f)(g · x) = g(f(g · x)) = g(g · f(x)) = g · (g ◦ f)(x) (17)

であることから分かる.

Remark 3.7

次のような同値関係
X ∼ Y ⇔ X と Y は G-同相である (18)

を G空間の集合に定めるとき, この同値関係による商集合を G空間の同相類 (homeomorphism class)という.

また. f : X → Y が G同変写像であれば, f は連続写像 f̄ : X/G→ Y/G (G · x 7→ G · f(x)) を誘導する.

実際, 任意の G · x ∈ X/Gに対して, f̄(G · x) = G · f(x) は well-defined であることから分かる.

同じ軌道上の点 x, y ∈ Gに対して, y = g·xとかけるので, f̄(G·y) = G·f(y) = G·f(g·x) = G·(g·f(x)) = G·f(x)で
あることから分かる.

特に, f が G同相写像であれば, f̄ も同相写像であることが分かる.

例 3.7 Gを位相群, X を位相空間とする.

(1) GのX への作用を, 任意の g ∈ Gと x ∈ X に対して g · x = x と定めるとき, X は G空間となり, この作用を自
明な作用 (trivial action), X を自明な G空間 (trivial G-space)という.

この場合, 任意の x ∈ X に対して G · x = {x} であるから, 軌道空間 X/Gは X と同相である.

(2) 直積空間 G × X に G の作用を, 任意の g, h ∈ G と (h, x) ∈ G × X に対して g · (h, x) = (gh, x) と定めると
き, G×X は G空間となる.

X を自明なG空間と見なすと, 射影 p : G×X → X はG同変写像であり, 連続写像 p̄ : (G×X)/G→ X/G ∼= X を
誘導する. このとき, p̄は同相写像であることが分かる.

実際, 任意の G · (h, x) ∈ (G×X)/Gに対して, p̄(G · (h, x)) = G · p(h, x) = G · x であることから分かる.
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定義 3.8

G↷ X とする. 任意の x ∈ X に対して xを固定する g ∈ Gの元全体の集合を

Gx = IG(x) = {g ∈ G | g · x = x} ⊂ G (19)

とおくと, IG(x)は Gの部分群となり, xの安定化群 (stabilizer)または等方部分群 (isotropy subgroup)とい
う.

任意の g に対して g · x = xであるとき, xを固定点 (fixed point)という.

xが固定点であることとは, G · x = {x} であることと同値であり, IG(x) = G であることとも同値である. 固
定点全体の集合を XG ⊂ X と表す.

任意の x ∈ X に対して. IG(x) = {e} であるとき, Gの X への作用は自由 (free)であるという.

g ∈ Gに対して, φg : X → X が X 上の恒等写像であるとき, g = eならば作用は効果的 (effective)であると
いう.

任意の x, y ∈ X に対して, ある g ∈ Gが存在して y = g · x となるとき, 作用は推移的 (transitive)であると
いう.

自由であれば効果的であることは自明に分かる. しかし, 効果的であっても自由であるとは限らない. 例え
ば, G = SO(2) を X = D2 に回転で作用させるとき, 円板を回転させないのは単位元だけなので効果的であるが, 中
心点は全ての回転で固定されるので自由ではない.

Remark 3.8 G↷ X とする.

(1) 作用が推移的であることと, X の G 軌道が 1 つしかないことは同値である. これは, 推移的の定義が任意の
x, y ∈ X に対して G · x = G · y となることを要求していることから分かる.

(2) X 上の同相写像全体の集合

Homeo(X) = {φ : X → X | φは同相写像 } (20)

は写像の合成に関して明らかに群を成なす. この群を X 上の同相群 (homeomorphism group)という.

写像 Ψ : G→ Homeo(X) を Ψ(g) = φg と定めるとき, Ψは群の準同型であることが分かる.

実際, 任意の g, h ∈ Gに対して

Ψ(gh) = φgh = (x 7→ (gh) · x) = (x 7→ g · (h · x)) = φg ◦ φh = Ψ(g) ◦Ψ(h) (21)

であることから分かる. 逆に, 準同型写像が与えられると Gの X への作用が定まることも分かる. すなわち, Gの X

への作用を与えることと準同型写像 G→ Homeo(X)を与えることは同値である.

また, 作用が効果的であることは, Ψが単射であることと同値である. これは, 効果的の定義が任意の g ∈ Gに対して
φg = idX ならば g = e となること, 単射準同型写像の性質 (ker f = {e}) から分かる.

(3) (2)において, X が離散空間のときは, Homeo(X) は X から X への全単射全体のなす群となる. これを X の置
換群 (permutation group) といい, S(X) と表す. 簡単の場合, X = {1, 2, · · · , n} のときは, S(X) は n 次対称群
Sn となる.

S(X) の各元を X 上の置換 (permutation)という. Gの X への作用は言い換えると, Gから S(X)への準同型写像
g 7→ φg である. (準同型性は Gの作用の定義から分かる). これを Gの置換表現 (permutation representation)とい
い, 推移的な作用の場合, φを推移的な置換表現という.

任意の x ∈ X に対して, IG(x) が G の正規部分群になるとは限らない. 剰余類の集合 (剰余群ではないことに注
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意) G/IG(x)に Gからの商位相を入れる.

以下の定理たちは変換群とそれが作用する空間の間の関係を示す重要な定理である.

定理 3.9

G ↷ X が推移的な作用であれば, 任意の x ∈ X に対して写像 φx : G → X を φx(g) = g · x と定めると
き, φx は連続で, 全単射連続写像 φ̄ : G/IG(x) → X (gIG(x) 7→ g · x) を誘導する.

Proof. 群作用の写像 Ψ : G ×X → X は連続である. また, ある固定された x ∈ X に対して, ιx : G → G ×X を
ιx(g) = (g, x) と定めるとき, ιx も連続である.

したがって,
φx(g) = g · x = Ψ(ιx(g)) = Ψ ◦ ιx(g) (22)

より, φx は連続であることが分かる.

次に, φ̄が well-definedであることを示す.

任意の g1, g2 ∈ Gに対して, g1IG(x) = g2IG(x) であるとき, ある h ∈ IG(x) が存在して g1 = g2h となる.

h ∈ IG(x) であることから, h · x = x であり,

φ̄(g1IG(x)) = g1 · x = (g2h) · x = g2 · (h · x) = g2 · x = φ̄(g2IG(x)) (23)

であることから分かる.

φ̄が全単射であることを示す.

推移的な作用であることから, 任意の y ∈ X に対して, ある g ∈ G が存在して y = g · x となる.

したがって, φ̄(gIG(x)) = g · x = y であることから全射性が分かる.

φ̄(g1IG(x)) = φ̄(g2IG(x)) であるとき, g1 · x = g2 · x であることから, ある h ∈ IG(x) が存在して g2 = g1h となる.

したがって, g1IG(x) = g2IG(x) であることから単射性が分かる.

φ̄が連続であることは, P29の誘導された連続写像の例から分かる. よって示された.

任意の g ∈ Gと A ⊂ X に対して
g ·A = {g · x | x ∈ A} ⊂ X (24)

とおく. (これは何に使うんですか?)

定理 3.10

G↷ X として, π : X → X/G を商写像とする.

(1) π は開写像である.

(2) Gが有限群であれば, π は閉写像である.

(3) Gがコンパクト群, X がコンパクトハウスドルフ空間であれば, π は閉写像である.

Proof. (1) 任意の U ∈ UX に対して, π−1(π(U)) =
⋃

g∈G g ·U であり, 任意の g ∈ Gに対して φg が同相写像である
ことより gU = φg(U) はX の開集合であるから, π(U) はX/Gの開集合である. よって, π は開写像であることが示
された.

(2) (1)と同様に, 任意の F ∈ FX に対して, π−1(π(F )) =
⋃

g∈G g · F であり, 任意の g ∈ Gに対して φg が同相写像
であることより gF = φg(F ) は X の閉集合である. 閉集合の定義から群の位数に気を付けると, Gが有限群のときに
π(F ) は X/Gの閉集合であることが分かる.

(3) φ : G × X → X を作用とする. 任意の F ∈ FX に対して, π−1(π(F )) =
⋃

g∈G g · F = φ(G × F ) であり, コ
ンパクト空間の閉部分集合はコンパクトであるのでチコノフの定理から G × F はコンパクトである. また, φ は連
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続であることから π−1(π(F )) はコンパクトである. ハウスドルフ空間のコンパクト部分集合は閉集合であることか
ら, π−1(π(F )) は閉集合である. 閉集合の定義から π(F ) は X/Gの閉集合であることが分かる.

よって, π は閉写像であることが示された.

例 3.11

(1) n ≥ 1とする. G = {±1} の n次元球面 Snへの作用を g ·x = gx と定めるとき, 商写像 π : Sn → Sn/G = Pn は
Gが有限群なので閉写像である.

(2) Gが無限群のとき, π : X → X/G が閉写像であるとは限らない. 例えば, Q の Rへの作用を, x ∈ R, r ∈ Qに対
して, r · x = r + x と定めるとき, 商写像 π : R → R/Q は閉写像ではない.

実際, π−1(π({0})) = Q であり, Q は Rの閉集合ではないことから, π({0}) は R/Qの閉集合ではない. よって, 閉写
像ではない.

次に, 商空間がハウスドルフ空間になるための十分条件を考える.

定理 3.12

X を位相空間, ∼を X 上の同値関係, π : X → X/ ∼ を商写像とする.

X がコンパクトハウスドルフ空間で π が閉写像であれば, 商空間 X/ ∼ もコンパクトハウスドルフ空間で
ある.

Proof. X/ ∼ は X の商空間であり, π は連続で全射であることから, π(X) = X/ ∼ はコンパクト空間であることが
分かる.

X/ ∼ がハウスドルフ空間であることを示す.

X がハウスドルフ空間なので T1 空間であり, 任意の x ∈ X に対して {x} は X の閉集合であることが分かる.

π が閉写像であることから, 任意の x ∈ X に対して π({x}) はX/ ∼の閉集合である. つまり, X/ ∼ の任意の 1点部
分集合は閉集合となる.

任意の [y], [y′] ∈ X/ ∼ ([y] 6= [y′]) に対して, π−1({[y]}) ∩ π−1({[y′]}) = ∅ であることから, ハウスドルフ性よ
り任意の x ∈ π−1({[y]}) と x′ ∈ π−1({[y′]}) に対して, ある x, x′ を分離する X の開集合 Ux,x′ , Vx,x′ が存在して
Ux,x′ ∩ Vx,x′ = ∅ となる.

連続写像の逆像の閉写像性 (補題 1.30) から, π−1({[y′]}) はコンパクト空間 X の閉集合であるので, π−1({[y′]}) は
コンパクトである. コンパクト性を言い換えると, π−1({[y′]}) は任意の開被覆に対して有限部分被覆を持
つ. {Vx,x′}x∈π−1({[y′]}) は π−1({[y′]})の開被覆であるので,ある有限集合A ⊂ π−1({[y′]})が存在して π−1({[y′]}) ⊂⋃

x′∈A Vx,x′ となる.

Vx =
⋃

x′∈A Vx,x′ ∈ UX , Ux =
⋂

x′∈A Ux,x′ ∈ UX とおくと, 定義から必ず x ∈ Ux,x′ が成り立っているので
x ∈ Ux であることが分かり, 各 x′ ∈ Aに対して Ux ∩ Vx′,x = ∅ であることから, Ux ∩ Vx = ∅ であることが分かる.

同様に, π−1({[y]}) もコンパクト空間 X の閉集合であるので, π−1({[y]}) はコンパクトである. {Ux}x∈π−1({[y]}) は
π−1({[y]}) の開被覆であるので, ある有限集合 B ⊂ π−1({[y]}) が存在して π−1({[y]}) ⊂

⋃
x∈B Ux となる.

ここで, U =
⋃

x∈B Ux ∈ UX , V =
⋂

x∈B Vx ∈ UX とおくと, π−1({[y]}) ⊂ U, π−1({[y′]}) ⊂ V であることが分か
る.

また, U ∩ V = ∅ であることも分かる. π は閉写像なので, W = π(U c)c ∈ UX/∼, W
′ = π(V c)c ∈ UX/∼ であ

り, [y] ∈W, [y′] ∈W ′, W ∩W ′ = ∅ であることが分かる.

実際, [z] ∈W ∩W ′ であるとき, π−1({[z]}) ⊂ U ∩ V であることから, U ∩ V = ∅ であることと矛盾する.

したがって, X/ ∼ はハウスドルフ空間であることが示された.
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例 3.13

(1) n ≥ 1とする. G = {±1} の n次元球面 Sn への作用を g · x = gx と定めるとき, この作用は推移的ではないが自
由である. 商写像 π : Sn → Pn を考えると, 定理 3.10から閉写像で Sn はコンパクトハウスドルフ空間なので, 定理
3.12から実射影空間はコンパクトハウスドルフ空間となる.

(2) Cを通常の距離によって距離空間とみなす. このとき C ∼= R2 である. S3 を C2 内の単位球面

S3 = {(z, w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1} ⊂ C2 (25)

と同一視する. 互いに素な自然数 p, q ∈ Nに対して, 連続写像 Tp,q : S3 → S3 を

(z, w) 7→ (e2πi/pz, e2πqi/pw) (26)

と定めると, (Tp,q)
p = idS3 であることから, Tp,q は S3 上の同相写像であることが分かる.

そこで, Homeo(S3) において Tp,q が生成する部分群を

G = 〈Tp,q〉 = {T k
p,q | k = 0, 1, · · · , p− 1} ∼= Z/pZ (27)

とおくと, G の S3 への作用は自由であることが分かる. また, S3 はコンパクトハウスドルフ空間なので, 軌道空間
L(p, q) = S3/G はコンパクトハウスドルフ空間となる.

この空間 L(p, q) をレンズ空間 (lens space) という. レンズ空間は 3 次元多様体の重要な例であり, L(1, q) ∼=
S3, L(2, 1) ∼= RP3 であることが分かる.

実射影空間がハウスドルフ空間になることのみを示すのであれば他にもいろいろな方法がある.

例えば, n ≥ 1に対して

P (n) = {X ∈M(n+ 1,R) | X2 = X, tX = X, TrX = 1} (28)

とおいて, M(n+ 1,R) の部分空間とみなす. このとき連続写像 f : Rn+1 \ {0} → P (n) を

(x1, x2, · · · , xn+1) 7→
1

x21 + x22 + · · ·+ x2n+1

(xixj)1≤i,j≤n+1 (29)

で定めると, f は同相写像 f̄ : Pn → P (n) を誘導するらしい. (横田 群と位相)

よって, Pn はユークリッド空間のある部分空間と同相であるので, ハウスドルフ空間であることが分かる.
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