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定義
相空間M = (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn)上の ω を symplectic 2-形式という。

ω = dpµ ∧ dqµ ∈ Ω2(M)

また、θ = qµdpµ ∈ Ω1(M)という 1-形式を考えると dθ = ω となるので、ω は完全形式となる。
f ∈ C∞(M)が与えられたとき、Xf ∈ X(M)を f で生成される Hamiltonベクトル場といい、

Xf =
∂f

∂pµ

∂

∂qµ
− ∂f

∂qµ
∂

∂pµ

で定義する。

性質 1 Poission括弧
f, g の Poission括弧は

{f, g} = − ∂f

∂pµ

∂g

∂qµ
+

∂f

∂qµ
∂g

∂pµ
= −Xfg = Xgf

となる。また、性質 2を用いると

{f,H} = XHf =
df

dt

が得られる。

性質 2 接ベクトル
Hamiltonian H の Haniltonベクトル場 XH は

XH =
∂H

∂pµ

∂

∂qµ
− ∂H

∂qµ
∂

∂pµ

=
dqµ
dt

∂

∂qµ
+

dpµ
dt

∂

∂pµ
=

d

dt

よりM の接ベクトルを定める。ここで Hamiltonの運動方程式を用いた。
写像 σ : R×M → M を XH によって生成される流れとすると、

dσ(t, x0)

dt
= XH(σ(t, x0))

となり、系の時間発展を表す流れ σ(t, x)を手に入れることができる。
XH の指数化を行うと、

σ(t, x0) = exp(tXH)x0

となる。
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性質 3 内部積と symplectic 2-形式
内部積 iX : Ωr(M) → Ωr−1(M)を用いると、

iXf
ω = − ∂f

∂pµ
dpµ − ∂f

∂qµ
dqµ = −df

iXf
iXg

ω = −iXf
(dg) = − ∂f

∂pµ

∂g

∂qµ
+

∂f

∂qµ
∂g

∂pµ
= {f, g}

が得られる。

性質 4 Lie微分と内部積の関係
一般に、X,Y ∈ X(M) , t ∈ Ωr(M)とすると

LXY = [X,Y ] ∈ X(M)

LX = diX + iXd

i[X,Y ]t = [LX , iY ]t

が得られる。証明は森田 茂之「微分形式の幾何学」などを参照。

定理

LXf
Xg = [Xf , Xg] = −X{f,g}

が成立する。

証明
性質 3.1,4.3より

i[Xf ,Xg ]ω = LXf
iXgω − iXgLXf

= −LXf
dg − iXgLXf

が得られる。また、性質 3.1 ,3.2 ,4.2より

LXf
ω = diXf

ω + iXf
dω = −d(df) = 0

LXf
(dg) = diXf

dg + iXf
d(dg) = −d({f, g}) = iX{f,g}ω

これを代入すると、i[Xf ,Xg ]ω = iX{f,g} = d(−{f, g})が得られる。
[Xf , Xg] ∈ X(M)なので、それに対応する 1-形式 dh = i[Xf ,Xg ]ω が存在する。
よって LXf

Xg = [Xf , Xg] = −X{f,g} は示された。
f = H で {H, g} = 0 のとき、XH で生成され時間発展に対応している流れ上で g(q, p) の
Hamilton ベクトル場が不変。相空間 M がコンパクト多様体ならば任意の t ∈ R に対して
σt∗Xg = Xg が成立する σt が存在するので、時間発展に対して保存量 g(q, p)が存在する。
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