


Remark

Tobal subalgebra (各元 が semisimple ) - …可換

H を 極大 oral subalgebla とする
。

しα= {xtL / [hx ] =αCh)x 、 「hし = H の超 ん α

C . (H ) = {xtL / [hx ] = 0 thaH } = H .

dimipha : 1 であり
、 〆 t 9 ≠ で α 9 妊 [ba

、
L 0 ] = 0

α t 中 ε 五 [La
. he ] = Late

また 、 [ しの 、 いの ] =F なであり 、 H =しα 、
し ]

よって 、 いは {し α そαΨ によって生成 される
。

Semisimple Lie alg は 一意 に 8Tle ideal の 直和 に 分解される
。

h = L ,

☆. … o Le [ L : , L ; ] : 0

.より 2(《 ) =
.

roof system
がheducible= ま = 画 んま ～ s 、 t. (x .φ ) = 0

.

α末っ
一般 にhortsystem は irneducible root system の 直和 で表 せる

hon comnected

℃ σ ∞ の ∞ σ m唯 …
…( に H *超 しる ) ← ま =

σ

Ar B4



killing form ECx . y ) = To ladr , ady ) の H への 制限 は 非退化

よって
、
λ tH に 対 して 小 ( h ) = 《 Ct切 h ) (htH) を 満たす

tx ε H は 一意 に 定 まり 、 (
λ . µ ) -ECt 切 ,tn ) で

H

上 に

対称外線型形式 が 入 る
。



Chapter IV : Isomorphism andConjugacy
14 : Isomophism thenrem

Chapten I § 8 .5 では

Ea : = Spana 再 、
dimEx “ = dimkHであった。

よって 。 E =IRDQE α … まで 張 られる 9次元実ベクトル空間

また 、 H 上 にある対称双線形形式より 、 E はコークリッド空間
、

目的 … 同 じルート 系 を 持 つ 2 つの semisimpleLiealg は 同型 !

14 . 1 Reduction to simple case
.

Proposifion

Ih … simpe lie alg . : $ はineducible root system .

proof ; reducible だと仮定 する 、 まに 更 ん
返 。、 ① 画 。9

( α+ 9 .
α ) = (α .

2 ) ≠ 0
. 「a+ 9 . 9 ) ≠ 0

2 t 中 ほならどちらかと 直交して 0 になるので 2 + 中 っ

よって 、 [しょい ] = 0 、 Lα (αほ ) の 各元 を 基底 として 生成

する sub alg .II はLe と可換 . ( Jacobi identity )



また
、
2 ( し ) にいより 、 K ま L となる

も
小 まに 対 して。KIEK となることから、

N. (K ) = {x ε L llx .
kIEK } C spangha = L

よって 、
さLKIEK より K はイデアルより 矛盾

、
口

、

次 にしを semismpleLieAlg.とする 。 simple イデアルの 直和 で一意に

にし 、 す … し t と 書 ける 、 また
、

H に
H
. 檠 …He ( H : =LiNH ) となる

。

各 : は i の foral subalgで 実際には 極大 でもある 。

Hi に 関 するし i の rootsystem を
。それが 属 する実ベクトル空間 を E.

α まに 対 して α ( H ; ) = 0

( i ≠ ; ) とすれば 、

α EHt 、
α Chit … he ) =α く h : ) を def でき

x ε : なら 、 [h 、
it …hex ] = [bix ] =α (hi )x より 、

α は L 上 のい。o けとなる
。

任意 の x ε し 」 に 対 して [ hix ] =α ( hi ) 水だが、

hitH : GLi でこれは 単純イデアルなので [ hi、 xIEL:

よってい x ε により 、しょ CLiでもある 。



よって 、 α 1Hi はし 以上 のルートになる

以上 より 、 支 = 画し
…

士 、EE は …のと 分解できる

corollary
h semis'imple Lie Alg . baL . の … 2Le(L :

…

単純イデアル)
Hi = HM にはし i の 極大 Pralsubalgo であり 、

ま = まし … しまとう ireduciblerootsysfkm への

分解を 与 える 。

:;t ; = … …の ? !Ht

L ↳
be

( L . H )

ーmpkidiats. )proposifisn
irreducible ' poot system

「
重

7

ァ

=

「 通

は …… □ 士
V

E E Et



14 .
2 Isomorphism theorem

proposition

L . …semisimpleLieAlg
.

重 の base をで固定
、

このときしはん a 、
レーα (αε o ) で 生成 される

。

中 を 任意 の positive root τ する 。

Lemmalo .
2 A より θ は

= は 、 + … 2s α : GD

で表 すことができ 、 各部分和α+… 2 。 は
5 oot.

proposition δ. 4 ( d ) より
、 2 . 8 .248 ほなら [L 0 、

L 8 ] = bres
.

よって 、 [ し a、ba ] =し az、[Latba ] =しののα 」 を

続 けると。 [… [ La . L]( a>]. …1 bas ] = ん e より
、

Le は Lα C α GO ) によって 生成 されることが 分かる

9 が negative noot のときは L -α (
αε 6 ) で 生成 される

。

また 、 んはLe ( 9 更 ) によって 生成 されることから、

L 全体 もしα (α tO ) で 生成 されることが 分かった
。

□



各 α ε ロに 対 して 非零 の xx ε La
.
Y ε L - α と 取り 、

[xYx ] = ha が 成 り 立つとする。 このとき
、

{xn はの} 、
{xx αa }を b の standardsefofgeneraforsと 呼 ぶ、

ここで haE [ Lα .
ba ] は α ( ha ) = % を 満 たす 唯一 の 元

、

次 にくし
、
) ( L' 、

H) を 考える
。

目的 はま → ぎの 同型写像がH → H ' 、 し→ L の 同型写像

を 誘動 することを 証明 すること … …

五 → 五 の Isommphism は E→El の isomomphism から induced

されるが 、内積 を定数倍 してもルート 系 の 公理 に

影響 はないので induce する E → E は 等長写像 に

しても 一般性 は 失われない

次 に 、 重 → 画 はまがばがげを spanするため、

ψ : Ht → H'
t へを

一意

に 拡張 できる、 。 また 、Killingform
によって 双対空間を 同一視してaiH → を induceする 、

( ま → 更いのにより 。 ( π : HeH∴ ないなり
2な

また
h α= ( 2.22なより

。
π ( ha ) = h α, = ( α.α ')E ,

( isomety )



H
.
H は 可換 Lie Alg より π は LieAlg の 同型写像をしてもい。

よって 、 残 りはこの π をし → じの同型写像 に拡張 すること

もし 拡張できたなら π ( ha) = ど xである 必要がある 、

adnlx ) =α (h ) x を 満 たす 固有空間 が L α であり
、

1 adasuy . π = R oadn なので 。 π (ha ) にし
」 が 分かる 。

1
H げ この 行き 先 を 考えたい 、
巡 π 述' (α4 4 ,x 0 72 xt[ xa、x0 ] = xxt9
: .!

とすると 。 2xxtet →[x2 , ixei ]=x 簇 +x は

L い 自動 で確定する → simple hoot では ?

Therrem

Lit ' … simple Lie Alg .

isommphismi は →よいのよ～ っ π ! H →Hi

更 の base を □ で 固定 して 更 の base を O ' = { :α ) |αtω
!

各 α 比 とこしのによ Gどに 対 して 任意 の 非零 な元

xの t 比α 、 x ょを 選 ぶ。

言 い 換えれば 、任意 のLie 代数の isomorphism ? πa : しα→しょ …

このとき、
π
: H → H、 たα ( αt 比 ) をすべて拡張する

Lie 代数 の 同型写像 が 一意 に存在 する 。



= { α…… α
0} についいxx : tし α :

xx : じα: を 選び

考えるべきしょ 。
→ しょ! をくα: 1 →がα

¿とする 。

各 hoot Space は 1次元 なので非 の倍率 を 指定 すれば

この map
の 行き 先 は 各 siplerontに 対して 独立に 選 べる 。

[xxい Yai ] = ha :となるように Yi
を 取 る

、

この 像 は

[でx :π ( Ya: ) ] = iαi となり 、 π (Y α 、 ) = な 」
と一意 に決 まる

{xx: . ; }_はしを 生 するので 、 そ = [ xx:. xα;]なら 、

π ( 2 ) = [xx: はよ ;] となりπ ( L ) = L となる。

例 : ( sc ( 1F ) 、 五 ) → ( い 五 )

[ h . e ] = 2 e
.
[hf] = - 2 f [ef ] = h .

id更 → 更 より 、 hh 、 CEFK 0 } に対しては

eto ce としても 良いが 、
[ ce. π ( f) ] = h より

、

π ; f 1o sif .

erice ,
firo cif

,
hiohとう自己同型が得られる

これを 任意 の sTmpleLieAlg に 対 して 証明 したいらい…




