


9. 2 Root Systeon def
def (束 E ) 、( ぼ E ) に 対 して E ーだがルート系 の 同型写像

( RI ) - 1 R4) を 満 たす eきまく E \{ 予 ℃ Eのルート系とい
であるとは

( RI ) 皮 は 有限集合 で E を 張る
中 はベクトル空間 の 同型写像

(R2 ) α まなら 更に 属 する α の定数倍 はんのみ
中風 に通

( R 3 ) の 連 なら O α( 更] = 更

( R4 ) α、 φ E 車なら、<
9 . α )

αf ほに 対 してくかα>= く $%)かα 1 >

を 満 たす 。 このときし 画 E ) と返 たりは 同型であるという
。

ルート 系 と 言ったときに SRIJ を 除 く 場合 がある
ルート 集 B 、 画

) の 自己同型 ( automorphism) とは 中 EGLCE 1

その 場合 、
上 の def は 簡約ルート 系( reducedroot system ) とい

であって 、 車にまを 満 たすもの
。

E の 内積 を 定数倍してもく β.α 〉 は 有変なので公理は 変 わらない。
ルート 系の

自己同型 が 写像 の 合成でなす群 をルート系 の

^ Reflection oα (α← ま ) によって 生成 される GL ( E ) の 自己同型群 とい… …Aut まとかく
、

部分群を W で 表す 。 これを 重 の Wey1 群という 。 ( :品税Metlerin
.
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can 沙群

ルート 系 の 同型中 : SE . 画 ) ー →りに対 して

( R3 ) によって W の 元 はまの 缶 を 換する 。

W を 重上 の 対称群 の 部分群 をみなすことができる 。
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するのかを 考える 事 や
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taEW は α… 2K ばが 存在して G = 0 α、… %と 表 せるる

もEAutきに対 して Lemmaq? おりり
oa (9 ) ← 更 より 。
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( の 性質 を 考える
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面 Autま
像 は σ (α ) の 方向 のみ 変化 して

φ EP ののとき 、 σ
(9) を 固定する。

また 、 の 中 なら σ (α ) →ー σ ( α) となるので、 この 変換 は def

σ (α ) を 法線 をする reflectinn O0 cα ) となる
ルート 系 ( E 、 画 ) に 対 して

、

よって 、00 α0 に0y が示 された ま { α *くょ) EE 1 αε野
Ooca , 0 [9 ) : 0 (9 ) - So(e ) , 0( α 17σ( 9 ) …

よりを ( ま) の 7 対 ルート 系という
。
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双対ルート 系 はルート系 であることを確認 する 9. 3 Example
(RI ) ( R 2 ) は α

(より 自明。
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Wely群 の 生成元 が 全 く 同 じなので、

WEま ) と (ほ)は 自然な 群同型となる。



9.4 Pains of hoots .

比例 しないルート αβ を 考える
。

ルート 系 のefCR 4 ]〈 9 . α 3 GD はrank 2 のルート 集 α - string thrsugh φ という 皮 の 部分集合
☆

に 強 い 制約を 与 える 〆 ε 中 のなす 角 を β とすると {9 tixt ほに ε の 硬 じ☆

<9. α7 (α《
( 9.a )
=
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の max .min を 多 える : を 9 -とする。

f -raq

<α .9 >59. α ) = 40s ㎡ B ε E もし 、 2 -8tg hmugh β の区間( - nE : ≤ 4 )に中 α 硬

となるとが存在 するなら 、 水 § で

が 成 り 立 つ必要 がある 、 OEas上は〆中
9 + p α ε 由

としたとき 、 Sα 9 } ≤ く α〉となるので 、 可能なペアは、
9 + p/ + リの 快

くαφ> 59.α} 0 14に { ! というps を 取れる
。

0 0 匹 wndetermned A, XA , φ+ (s - 12 4 よ
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1 π ] Az φ× s α ε 画
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' て π 2 Br
Lemmp 9.4 の 対偶 を 考えると

ー 1 - 2 年π 2 ㎡
( 9 + %)← の ④ ば ⇒ ( β+ p α, α ) 20

( 9 + sx ) - 2 ④ ま ⇒ (e + s 2 .
2 ) ≤ 0

.) 3 上 π 3 Ga

一
1

- 3 5 π 3 Ga
しかし 、( α 、 〆 ) 30なので 、 PESに予盾

。

.

よって 〆 stoingthrmugh 中 は 途切れず 、 φ - 2 ～ft 4x まで連続する
(amma 4 [ h= 2 の場合 )

2 βを 互 いにスカラー 倍 でないルートとする、 ール EiE 9 を 満 たす 任意 の 心 に 対 して
、

(2 . 9 ) ≥ 0 ⇒ 〆- 中 五 Oα ( β+ i α ) =φ - 59. α> 2 + : (α - 22 )

(2 . 9 ) < 0=⇒ × t 9 破 = 中 ャ (- < * > ー : ) 人 ← 画

1 番目 が成立すれば 、 中 ~β とすることで 2 番目 もOk
- 59. 2 > - : ε 色 より

。

0aCf: 〆 JEa - fgthougb .

( α . θ ) 20 水 <α . % ? 30
.

11 位 191 。 便定が
2 - stwing thomigh φ は beflectimOα の 作用 の 下 で 不変

、

ない 場合 でも 表 るからくα や> 、 くβよちのビちらかは I となる 特 に 、 ここ 9 の場合 は

ことが 分 かる
。 acleeul - f - if -eean -).f

;

")く 〆 、 中 ア = すなら 、 α19 =- α ほ …

( )
= φ - rx

。 ( 9 . α ア = はなら ( )より φ - α ほ
- feflection oα で marx側 は mn側 に 移 るため

09 -a ( β a ) にし - 2 ) に αβ 重 り 示 された、
よって 。 < 中

. α ア = - 9

= 2 のきには 表 より K α に1r-91 ≤ 1

すなわち 。 α -stringthrugh φの要素数 は 4以下 となる
。
まとめるさ

、

corollanfqist
た 2 のルート系 に対 して

ー α - gなβ は 9 + 9 ~φ - p α まで 途切れず 、reffectiomで不
。 特 に 、ト -にくるさない 。

長 さは 4以 T…


