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1 momentum twistor
現代的な散乱振幅の計算では spinor-helicity 変数 λ, λ̃ を用いていたが、Amplituhedron の計算では運
動量保存を満たす粒子のデータを複素射影平面上の点の配置として表したいので momentum Twistor
という変数を導入する。
massless粒子の運動量は spinorを用いると

pαα̇
i = λα

i λ̃α̇
i

と表せる。ここで α, α̇ = 1, 2 である。masslessなので右辺の 2 × 2行列の行列式は p2
i = 0になるの

で massless条件は spinor-helicity変数に元から入っていると考えることができるが、粒子全体につい
ての運動量保存則

n∑
i=1

λα
i λ̃α̇

i = 0

に関しては満たさなければいけない条件なので、λi と λ̃i をすべて勝手に選ぶことはできない。
そこで、最初から運動量保存則を満たすような変数で scattering の kinematics を記述することがで
きないかを考えていきたい。この役割を果たすために導入された自然な変数が momentum twistor で
ある。

1.1 defenition of momentum twistor
各粒子 iに対して、斉次座標を用いた

Zi = [λ1
i , λ2

i , µ1
i µ2

i ] ∈ CP 3 Zi ∼ tiZi, ti 6= 0

という CP 3 上の変数を用意する。ここで λ1, λ2 はもともとあった 2成分 spinorの成分表示である。µ

は同じく 2成分 spinorの λ̃のようなものが変換されたものであり

(λi, λ̃i) −→ Zi = (λi, µi)

という変換をここで行ったことになる。しかし、µi は単に λ̃i の名前を変えたものではなく、隣接する
twistor 3つを用いて λ̃i を復元するようなものであることに注意する必要がある。よって、一粒子ずつ
の孤立した記述をしていた spinor-helicity 変数から粒子の巡回順序を利用した momentum twistorへ
と変換していることがわかる。
次に、双対ツイスターという概念を導入したい。例えば、通常の 3次元空間では

ax + by + cz + d = 0

という方程式で平面を表すことができるので、[a, b, c, d] が平面を指定するデータとなる。同様に CP3

では
WAZA = 0

が一つの射影平面を表す。ここで係数WA 全体を非零な定数倍しても同じ平面となることから平面の
係数も射影的になることが分かる。この変数W ∈ CP3∗ を双対ツイスターという。
双対ツイスター Z̃i の定義を Zi−1, Zi, Zi+1 を通るような平面と定義する。
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Definition 1.1 momentum twistor / dual twistor

運動量ツイスターとは CP3 上の点であり、その斉次座標を

Zi = (Z1
i : Z2

i : Z3
i : Z4

i ) = (λ1
i : λ2

i : µ1
i : µ2

i )

と書く。斉次座標なので非零の複素数 t に対して Zi と tZi は同じ点を表す。
隣接する 3点 Zi−1, Zi, Zi+1 が同一直線上にないとする。これらを通る平面の方程式を

Z̃i,1Z1 + Z̃i,2Z2 + Z̃i,3Z3 + Z̃i,4Z4 = 0

と書くとき、その係数が定める双対射影空間の点

Z̃i = (Z̃i,1 : Z̃i,2 : Z̃i,3 : Z̃i,4) ∈ (CP3)∗

を 双対ツイスターと呼ぶ。平面の方程式全体を非零定数倍しても同じ平面を表すため、この係数
も斉次座標となる。

この座標を用いると、ツイスターと双対ツイスターから spinor-helicityの braketを

〈ij〉 = ZT
i IZj , [ij] = Z̃T

i ĨZ̃j

によって復元できる。ここで、

I =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , Ĩ =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


である。平面の係数である双対ツイスターをツイスターから具体的に作る公式は

Z̃A
i =

ϵABCDZB
i−1ZC

i ZD
i+1

〈i− 1 i〉〈i i + 1〉
(1.1)

で与えられる。*1例えばこの分子を Zi や Zi±1 と縮約すると反対称な ϵ があるため 0 になることが分
かる。

Z̃A
i Zi

A =
ϵABCDZi

AZB
i−1ZC

i ZD
i+1

〈i− 1 i〉〈i i + 1〉
= 0

また、ツイスターを用いて定義できる量として 4ブラケット 〈i j k l〉というものが知られている。

〈i j k l〉 = det(Zi, Zj , Zk, Zl) = ϵABCDZA
i ZB

j ZC
k ZD

l

Zi, Zj , Zk, Zl は 4× 4行列で、〈i j〉 の類似物でもある。
次に、ツイスターから双対ツイスターを復元することを考える。ツイスターの第 1,2成分を読み取れば
そのまま λi が得られる。もう一方の λ̃i も実は隣接するツイスターから復元できることが分かる。

*1 分子はベクトル解析における外積の類似物である。
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Theorem 1.2 twistor → spinor helicity

{Zi}i=1,···n を n ≥ 4 粒子に対するツイスターとして、任意の i に対して 〈i i + 1〉 6= 0 と
〈i i + 1 i + 2 i + 3〉 6= 0 が成立するとする。このとき、A = 1, 2に対して

λA
i = ZA

i ,

λ̃A
i =

〈i− 1 i〉ZA+2
i+1 + 〈i + 1 i− 1〉ZA+2

i + 〈i i + 1〉ZA+2
i−1

〈i− 1 i〉〈i i + 1〉

が成り立つ。

この復元公式によって確かにツイスターは運動量保存則を初めから満たしていることを確認できる。
λ̃i を分けて書くと

λ̃i = µi+1

〈i i + 1〉
+ 〈i + 1 i− 1〉µi

〈i− 1 i〉〈i i + 1〉
+ µi−1

〈i− 1 i〉
.

となり、これを運動量の総和 ∑
i

pαα̇
i =

∑
i

λα
i λ̃α̇

i

に代入すると、それの µα̇
j の係数は

λα
j−1

〈j − 1 j〉
+
〈j + 1 j − 1〉λα

j

〈j − 1 j〉〈j j + 1〉
+

λα
j+1

〈j j + 1〉

になることが分かる。よって、共通分母をかけると

〈j j + 1〉λj−1 + 〈j + 1 j − 1〉λj + 〈j − 1 j〉λj+1.

になり、これは spinor-helicity に登場した Schouten 恒等式によってゼロになることがわかる。した
がってすべての µj の係数が消えて運動量保存則が得られた。spinor-helicityの計算では運動量保存則
がないためさまざまな恒等式がその冗長性により登場したが、kinematics までを含めた運動量ツイス
ターを用いれば運動量保存則まで復元公式に組み込まれているため、より計算がしやすくなると考えら
れる。

1.2 warm-up calculation with momentum twistors
運動量ツイスターを用いた計算をすることで amplitudeに現れていた square braket を 4braket に置
き換えることができる。この章では spinor-helicity の [i i + 1] をツイスターを通して angleのみで表
すことを示す。

Lemma 1.3 square braket → angle braket + 4braket

[i i + 1] = 〈i− 1 i i + 1 i + 2〉
〈i− 1 i〉〈i i + 1〉〈i + 1 i + 2〉

(1.2)
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Proof. square braket を 双対ツイスターで表し、その双対ツイスターを変換公式でツイスターとして
表して angle braket もしくは 4 braket の形に整えればよい。
以下では、繰り返し現れる添字について 1, . . . , 4 の和を取る。反対称行列 IAB を

I12 = 1, I21 = −1, その他の成分は 0

と定めると、
〈ij〉 = IABZA

i ZB
j

である。また、
ĨAB = 1

2
ϵABCDICD

とおけば、square bracket は双対ツイスターを用いて

[i i + 1] = ĨABZ̃i,AZ̃i+1,B

と表せる。
双対ツイスターの変換公式

Z̃i,A =
ϵABCDZB

i−1ZC
i ZD

i+1
〈i− 1 i〉〈i i + 1〉

を代入する。分母を
Di := 〈i− 1 i〉〈i i + 1〉2〈i + 1 i + 2〉

と略記すると、

[i i + 1] = 1
2Di

ϵABCDICDϵAEF GϵBHJKZE
i−1ZF

i ZG
i+1ZH

i ZJ
i+1ZK

i+2

を得る。
ここで、レヴィ＝チヴィタ記号の縮約公式

ϵABCDϵAEF G = δB
E δC

F δD
G + δC

E δD
F δB

G + δD
E δB

F δC
G

− δB
E δD

F δC
G − δD

E δC
F δB

G − δC
E δB

F δD
G

を用いる。
右辺の第 2項と第 6項では、ϵBHJK との縮約によって ϵGHJK が現れる。これを ZG

i+1ZJ
i+1 と縮約

すると、G, J に関する反対称性により 0 となる。同様に、第 3項と第 5項も、ϵF HJK と ZF
i ZH

i の縮
約によって 0 となる。
残る第 1項と第 4項は、ICD = −IDC により同じ寄与を与える。したがって、係数 1/2 が消え、

[i i + 1] =
δB

E δC
F δD

G ϵBHJKICDZE
i−1ZF

i ZG
i+1ZH

i ZJ
i+1ZK

i+2
Di

となる。
クロネッカーのデルタによる縮約を実行し、因子をまとめると、

[i i + 1] =
(
ϵEHJKZE

i−1ZH
i ZJ

i+1ZK
i+2
)(

IF GZF
i ZG

i+1
)

Di
.
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分子の二つの因子は、それぞれ
ϵEHJKZE

i−1ZH
i ZJ

i+1ZK
i+2 = 〈i− 1 i i + 1 i + 2〉, IF GZF

i ZG
i+1 = 〈i i + 1〉

である。よって、
[i i + 1] = 〈i− 1 i i + 1 i + 2〉〈i i + 1〉

〈i− 1 i〉〈i i + 1〉2〈i + 1 i + 2〉

= 〈i− 1 i i + 1 i + 2〉
〈i− 1 i〉〈i i + 1〉〈i + 1 i + 2〉

,

となり、求める公式が得られる。

この公式を用いると amplitudeの幾何学的な形が何となく見えてくる。例えば、
(pi + pi+1)2 = 〈i i + 1〉[i i + 1].

に先ほどの公式を代入すると、

(pi + pi+1)2 = 〈i− 1 i i + 1 i + 2〉
〈i− 1 i〉〈i + 1 i + 2〉

となる。ここで、(pi + pi+1)2 = 0 という条件は momentum が直交しているという条件だったが、4
braketでは

〈i− 1 i i + 1 i + 2〉 = 0

という行列式の条件に対応して、これは 4つのツイスターが共通の面を持っていることを表している。
また、連続した粒子の運動量の和については

(pr + pr+1 + · · ·+ ps)2 = 〈r − 1 r s s + 1〉
〈r − 1 r〉〈s s + 1〉

と表せる。

1.3 six-particle NMHV amplitude
A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)

を運動量ツイスターで計算してみる。spinor-helicity formalism を用いた計算では
A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)

= [4|P32|1〉3

[23][34] [2|P34|5〉〈56〉〈61〉 s234
+ [6|P54|3〉3

[61][12] [2|P34|5〉〈34〉〈45〉 s612
.

と表された。ここには [23], [34], [2|P34|5〉, s234 などが混在している。ここで
[a|Pbc|d〉 = [ab]〈bd〉+ [ac]〈cd〉

である。例えば、以下などが成立する。

Theorem 1.4 famous formula

[2|P34|5〉 = 〈1235〉
〈12〉〈23〉
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Proof. 以下では、斉次座標の代表元を
Zi =

(
λi

µi

)
と書き、λi, λ̃i, µi を 2成分の列ベクトルとして扱う。
まず、square bracket の定義から、

[2|P34|5〉 = [23]〈35〉+ [24]〈45〉

= det
(

λ̃2, 〈35〉λ̃3 + 〈45〉λ̃4

)
である。
スピノルの復元公式を用いると、第 1列は

λ̃2 = 〈12〉µ3 + 〈31〉µ2 + 〈23〉µ1

〈12〉〈23〉

= 1
〈12〉

(
µ1 + 〈31〉µ2 + 〈12〉µ3

〈23〉

)
と書ける。一方、第 2列については、

〈35〉λ̃3 + 〈45〉λ̃4

= 〈35〉 〈23〉µ4 + 〈42〉µ3 + 〈34〉µ2

〈23〉〈34〉
+ 〈45〉 〈34〉µ5 + 〈53〉µ4 + 〈45〉µ3

〈34〉〈45〉

= µ5 + 〈35〉+ 〈53〉
〈34〉

µ4 + 〈35〉〈42〉+ 〈45〉〈23〉
〈23〉〈34〉

µ3 + 〈35〉
〈23〉

µ2

= µ5 + 〈35〉µ2 − 〈25〉µ3

〈23〉

となる。最後の等号では、反対称性とスハウテン恒等式

〈35〉+ 〈53〉 = 0, 〈35〉〈42〉+ 〈45〉〈23〉 = −〈25〉〈34〉

を用いた。
ここで、

µ̂1 := µ1 + 〈31〉µ2 + 〈12〉µ3

〈23〉
, µ̂5 := µ5 + 〈35〉µ2 − 〈25〉µ3

〈23〉

とおけば、
[2|P34|5〉 = 1

〈12〉
det(µ̂1, µ̂5)

を得る。
次に、この行列式を 4ブラケットで表す。スハウテン恒等式より、

λ1 + 〈31〉
〈23〉

λ2 + 〈12〉
〈23〉

λ3 = 0,

λ5 + 〈35〉
〈23〉

λ2 −
〈25〉
〈23〉

λ3 = 0
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が成り立つ。したがって、
Ẑ1 := Z1 + 〈31〉

〈23〉
Z2 + 〈12〉

〈23〉
Z3 =

(
0
µ̂1

)
,

Ẑ5 := Z5 + 〈35〉
〈23〉

Z2 −
〈25〉
〈23〉

Z3 =
(

0
µ̂5

)
.

ここで、0 は 2成分の零ベクトルである。
行列式の列基本変形により、

〈1235〉 = det(Z1, Z2, Z3, Z5)

= det
(

Ẑ1, Z2, Z3, Ẑ5

)
= det

(
Z2, Z3, Ẑ1, Ẑ5

)
= det

(
λ2 λ3 0 0
µ2 µ3 µ̂1 µ̂5

)
= det(λ2, λ3) det(µ̂1, µ̂5)
= 〈23〉det(µ̂1, µ̂5).

第 3行では列の交換を 2回行っているため、符号は変わらない。また、第 4行は 4× 4 行列のブロック
表示であり、右上の 2× 2 ブロックが零行列なので、行列式が対角ブロックの行列式の積になる。
以上より、

[2|P34|5〉 = 1
〈12〉

det(µ̂1, µ̂5) = 〈1235〉
〈12〉〈23〉

.

また、前章で示した運動量の和の二乗に関する式を用いれば

s234 = 〈1245〉
〈12〉〈45〉

, s612 = 〈2356〉
〈23〉〈56〉

.

が成り立つ。これらを NMHM amplitude に代入することで以下のような表式が得られる。

Theorem 1.5 NMHM amplitude

A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+) = 〈12〉4〈23〉4

〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈61〉

× 1
〈1235〉

(
〈1356〉3

〈2356〉〈1236〉〈1256〉
+ 〈1345〉3

〈1234〉〈1245〉〈2345〉

) (1.3)

Proof. 式 (39) より、
A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+) = T234 + T612,

ただし、
T234 := [4|P32|1〉3

[23][34][2|P34|5〉〈56〉〈61〉s234
,

T612 := [6|P54|3〉3

[61][12][2|P34|5〉〈34〉〈45〉s612
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である。以下、それぞれの項を運動量ツイスターで表す。
まず、隣接する square bracket の変換公式から、

[23] = 〈1234〉
〈12〉〈23〉〈34〉

, [34] = 〈2345〉
〈23〉〈34〉〈45〉

,

[61] = 〈1256〉
〈56〉〈61〉〈12〉

, [12] = − 〈1236〉
〈61〉〈12〉〈23〉

.

ここで、4ブラケットの反対称性

〈5612〉 = 〈1256〉, 〈6123〉 = −〈1236〉

を用いた。
また、混合ブラケットと運動量不変量の変換公式は、

[4|P32|1〉 = 〈1345〉
〈34〉〈45〉

,

[6|P54|3〉 = − 〈1356〉
〈56〉〈61〉

,

[2|P34|5〉 = 〈1235〉
〈12〉〈23〉

,

s234 = 〈1245〉
〈12〉〈45〉

, s612 = 〈2356〉
〈23〉〈56〉

である。なお、運動量保存より
[6|P54|3〉 = −[6|P12|3〉

となるため、上の第 2式には負号が付く。
共通因子を

C6 := 〈12〉4〈23〉4

〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈61〉

とおく。以上の公式を T234 に代入すると、

T234 =
(
〈1345〉
〈34〉〈45〉

)3 〈12〉〈23〉〈34〉
〈1234〉

〈23〉〈34〉〈45〉
〈2345〉

× 〈12〉〈23〉
〈1235〉

1
〈56〉〈61〉

〈12〉〈45〉
〈1245〉

= C6

〈1235〉
〈1345〉3

〈1234〉〈1245〉〈2345〉
.

同様に、T612 は

T612 =
(
− 〈1356〉
〈56〉〈61〉

)3 〈56〉〈61〉〈12〉
〈1256〉

(
−〈61〉〈12〉〈23〉

〈1236〉

)
× 〈12〉〈23〉
〈1235〉

1
〈34〉〈45〉

〈23〉〈56〉
〈2356〉

= C6

〈1235〉
〈1356〉3

〈2356〉〈1236〉〈1256〉
.
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この計算では、分子の 3乗から生じる負号と、[12] の逆数から生じる負号が打ち消し合う。
したがって、二つの項を足し合わせると、

A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)

= C6

〈1235〉

(
〈1356〉3

〈2356〉〈1236〉〈1256〉
+ 〈1345〉3

〈1234〉〈1245〉〈2345〉

)
.

C6 の定義を戻せば、主張の式が得られる。

2 Supervariables and Superamplitudes
前章では A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)を helicityごとに個別に計算したが、この章ではそれらの母関数
となる superamplitudeを導入する。

2.1 Grassmann variables
Grassmann変数は

θaθb = −θbθa

のような反交換関係を満たすため、θ2 = 0となり、一つの Grassmann変数についての多項式は

F (θ) = a + bθ

となる。二つの変数の場合は
F (θ1, θ2) = a + bθ1 + cθ2 + dθ1θ2

となる。このような性質によって、グラスマン変数の多項式の各項はそのグラスマン変数が含まれてい
るか含まれていないかで区別することができる。
各粒子 iに 4つのグラスマン変数

η1
i , η2

i , η3
i , η4

i

を割り当てることを考える。そして、その積を

η̄i := η1
i η2

i η3
i η4

i

と表す。この割り当てを使ってグルーオンの amplitudeを考えてみる。
粒子 iのヘリシティ +1に対応する因子を 1、ヘリシティ −1に対応する因子をその粒子のグラスマン
変数の総積 η̄i とすると、例えば A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)は superamplitudeのなかで η̄1η̄2η̄3 に対
応する係数として現れてほしい。つまり、superamplitudeをグラスマン変数で展開したときの

A6 = · · ·+ A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)η̄1η̄2η̄3 + · · ·

という項を取り出せれば求める helicity amplitude が分かる。この取り出し方について少し考えてみ
る。
グラスマン変数の積分を ∫

dθ = 0,

∫
θ dθ = 1
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で定義する。これによって、一変数グラスマン多項式 F (θ) = a + bθ の係数 bは∫
(a + bθ) dθ = b

によって積分で取り出せる。同様に、定数項 aを取り出したければ、b項を消すために θ をかけて積分
した ∫

θ(a + bθ) dθ =
∫

aθ dθ = a

をすればよいことが分かる。これと同じ仕組みを superamplitude で考える。
helicity が −1 の粒子の因子には η̄ があり、今回取り出したい helicity amplitude はその係数部分な
ので、取り出したい項のグラスマン因子が全ての粒子に対するグラスマン因子 η̄i の総積となるように
superamplitudeに因子をかけてから積分する。例えば、負ヘリシティ粒子が i, j, k の場合には

A
(n)
ijk =

∫  ∏
ℓ6=i,j,k

η̄ℓ

ANMHV
n dη̄ (2.1)

となる。

2.2 momoentum supertwistor
ここでまでの ηi は spinor-helicity 変数側のグラスマン変数であった。これを運動量ツイスター側に導
入するために

χ1
i , χ2

i , χ3
i , χ4

i

というグラスマン変数を導入する。この対応関係は前章で行った運動量ツイスターへの変換

(λi, λ̃i) ←→ Zi = (λi, µi)

を拡張した
(λi, λ̃i, ηi) ←→ (Zi, χi)

である。この組 Zi = (Zi, χi) を運動量超ツイスター (momoentum supertwistor)とよび、これも同様
に斉次座標を用いて

Zi = (Z1
i : Z2

i : Z3
i : Z4

i : χ1
i : χ2

i : χ3
i : χ4

i ) ∈ CP3|4

と表せる。ここで CP3|4 は可換な座標と反交換する座標を併せ持つ射影超空間とした。これは CP7 を
最初の 4つの斉次座標と最後の 4つの斉次座標とを別々に扱うことで正当化できる。前章と同様に、χ

から η への変換公式を与えることができる。

Theorem 2.1 transformation

A = 1, 2, 3, 4に対して χ から η への変換公式は

ηA
i =

〈i− 1 i〉χA
i+1 + 〈i + 1 i− 1〉χA

i + 〈i i + 1〉χA
i−1

〈i− 1 i〉〈i i + 1〉

と表せる。
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これは前章の変換公式

λ̃i = 〈i− 1 i〉µi+1 + 〈i + 1 i− 1〉µi + 〈i i + 1〉µi−1

〈i− 1 i〉〈i i + 1〉

と全く同じ形をしていることが分かる。前章ではこの形によって運動量保存が成り立ったので、同じ理
由で supertwistorでももう一つの運動量保存則∑

i

λα
i ηA

i = 0

が成立する。これを超運動量保存則 (supermomentum conservation)という。ここで、

qαA :=
∑

i

λα
i ηA

i

と書けば保存則は qαA = 0 である。α = 1, 2、A = 1, . . . , 4 なので、q は全部で 8個のグラスマン成分
を持つことが分かる。
次に、グラスマン変数のデルタ関数を考える。通常のデルタ関数 δ(x)の定義 (?)は∫

δ(x)f(x) dx = f(0)

である。これをグラスマン変数の場合に拡張すると、∫
δ(θ)(a + bθ) dθ = F (0) = a

であるので、δ(θ) = θ となる。次にこれを先ほど定義した超運動量に対して考える。8成分の超運動量
q のデルタ関数を

δ(8)(q) =
4∏

A=1
q1Aq2A

で定義する。各 Aについて、η の反可換性から

q1Aq2A =
∑
r,s

λ1
rλ2

sηA
r ηA

s

=
∑
r<s

(
λ1

rλ2
s − λ1

sλ2
r

)
ηA

r ηA
s

=
∑
r<s

〈rs〉ηA
r ηA

s

が成立するので、
δ(8)(q) =

4∏
A=1

(∑
r<s

〈rs〉ηA
r ηA

s

)
(2.2)

となる。
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2.3 superamplitude
Definition 2.2 MHV superamplitude

n-particle MHV superamplitude を supermomentum conservation を用いた表式で

AMHV
n = δ(8)(q)

〈12〉〈23〉 · · · 〈n1〉
(2.3)

と定義する。

これがすべてのMHV gluon amplitude を含んでいるのか確認する。粒子 i, j が負ヘリシティの場合
には分子から

η̄iη̄j =
4∏

A=1
ηA

i

4∏
A=1

ηA
j

の係数を取り出すと、係数は 〈ij〉4 となる。これもグラスマン変数の積分で書くと、

δ(8)(q)
∣∣∣
η̄iη̄j の係数

=
∫ ∏

ℓ6=i,j

η̄ℓ

 δ(8)(q) dη̄ = 〈ij〉4

となるため、最終的に helicity MHV amplitudeは

A(1+, . . . , i−, . . . , j−, . . . , n+) = AMHV
n

∣∣
η̄iη̄j の係数

=
∫ ∏

ℓ 6=i,j

η̄ℓ

AMHV
n dη̄

= 〈ij〉4

〈12〉〈23〉 · · · 〈n1〉
.

となる。これは Parke-Taylor公式そのものである。
次に NMHV superamplitude を考える。MHV superamplitude の負ヘリシティ粒子数は 2 だったた
め、グラスマン次数は 8であったが NMHV superamplitude の場合は負ヘリシティ粒子数が 3のため、
グラスマン次数は 12となる。そのため、NMHV superamplitude を

ANMHV
n = AMHV

n PNMHV
n

と表す場合、追加する因子 PNMHV
n は次数 4になる。ここで、5 braket [abcde]を導入する。
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Definition 2.3 5braket

4braket と supertwistor のグラスマン成分を用いて

ΘA
abcde := 〈abcd〉χA

e + 〈bcde〉χA
a + 〈cdea〉χA

b + 〈deab〉χA
c + 〈eabc〉χA

d

と定義するとき、5 braket は

[abcde] =

4∏
A=1

ΘA
abcde

〈abcd〉〈bcde〉〈cdea〉〈deab〉〈eabc〉

と定義される。

ここで各 ΘA は χ について一次なので 5braketのグラスマン次数は 4である。
また、この式は supertwistor の射影スケールとも整合していることが分かる。(Za, χa) を ta 倍する
と、各 ΘA は ta 倍されるので、分子は t4

a 倍されるが、分母ではラベル a が五つの 4ブラケットのう
ち四つに現れるため、同じく t4

a 倍され、両者が打ち消し合い、5braket 自体は変わらない。例えば 6粒
子の場合、以下のような公式が知られている。

ANMHV
6 = AMHV

6
(
[61234] + [61245] + [62345]

)
(2.4)

たしかにこれは全体で次数 12 を満たしている。この 6-particle NMHV superamplitude を用いて
helicity NMHV amplitude、特に A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)を計算する。

Theorem 2.4 6-particle helicity NMHV amplitude

A
(6)
123 =

∫  ∏
ℓ 6=1,2,3

η̄ℓ

 δ(8)(q)
〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈61〉

(
[61234] + [61245] + [62345]

)
dη̄

= 〈12〉4〈23〉4

〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈61〉
× 1
〈1235〉

(
〈1356〉3

〈2356〉〈1236〉〈1256〉
+ 〈1345〉3

〈1234〉〈1245〉〈2345〉

)
(2.5)

Proof. 分母と NMHV比関数を、それぞれ

D6 := 〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈61〉, P6 := [61234] + [61245] + [62345]

とおく。以下、計算中に現れる分母は非零とする。得られる等式は、有理関数の恒等式として成立する。
まず、5ブラケットの六項恒等式

[12345]− [12346] + [12356]− [12456] + [13456]− [23456] = 0

を用いる。この恒等式は、5ブラケットの定義と 4ブラケットの Plücker関係から従う。5ブラケット
の巡回対称性と合わせると、

P6 = [12346] + [12456] + [23456]
= [12345] + [12356] + [13456]

14



と書き換えられる。
求める振幅は

A
(6)
123 = 1

D6

∫
η̄4η̄5η̄6 δ(8)(q)P6 dη̄

である。η̄4η̄5η̄6 を掛けたグラスマン積分は、η4, η5, η6 を含まない成分を取り出す操作なので、以後

ηA
4 = ηA

5 = ηA
6 = 0 (A = 1, . . . , 4)

としてよい。
このとき、超運動量保存則 q = 0 は

λ1ηA
1 + λ2ηA

2 + λ3ηA
3 = 0

となる。これを ηA
1 , ηA

2 について解くと、

ηA
1 = 〈23〉

〈12〉
ηA

3 , ηA
2 = −〈13〉

〈12〉
ηA

3

を得る。以後、この代入と η4 = η5 = η6 = 0 をまとめて |∗ と書く。
δ(8)(q) を用いて η1, η2 の 8成分を積分すると、各 A について 〈12〉 が生じるため、

A
(6)
123 = 〈12〉4

D6
Coeff η̄3 (P6|∗)

となる。したがって、残る計算は P6|∗ の η̄3 = η1
3η2

3η3
3η4

3 の係数を求めることである。
この係数を計算するため、χ の表示を選ぶ。変換

χA
r 7−→ χA

r + ϑA
α λα

r

は、χ から復元される η を変えない。これは、復元公式の分子に現れる変化がスハウテン恒等式によっ
て消えるためである。
また、5ブラケットの分子に現れる線形結合を

ΘA
abcde := 〈abcd〉χA

e + 〈bcde〉χA
a + 〈cdea〉χA

b

+ 〈deab〉χA
c + 〈eabc〉χA

d

とおくと、上の変換による変化も
〈abcd〉λe + 〈bcde〉λa + 〈cdea〉λb

+ 〈deab〉λc + 〈eabc〉λd = 0

により消える。この恒等式は、5 本の 4 成分ベクトルの余因子による線形従属関係の上の 2 成分であ
る。したがって、5ブラケットもこの変換で不変である。
〈12〉 6= 0 なので、この自由度を用いて

χA
1 = χA

2 = 0

と選べる。この表示で復元公式

ηA
r =

〈r − 1 r〉χA
r+1 + 〈r + 1 r − 1〉χA

r + 〈r r + 1〉χA
r−1

〈r − 1 r〉〈r r + 1〉

15



を順に解く。
まず、r = 2 の式から

χA
3 = 〈23〉ηA

2 = −〈13〉〈23〉
〈12〉

ηA
3

となる。次に r = 3 の式、続いて η4 = η5 = 0 を用いると、

χA
r

∣∣
∗ = −〈1r〉〈23〉

〈12〉
ηA

3 , r = 3, 4, 5, 6

が得られる。
これを 5ブラケットの分子に代入する。まず、χ1 = χ2 = 0 より、

ΘA
12345

∣∣
∗ =

(
〈1234〉χA

5 + 〈4512〉χA
3 + 〈5123〉χA

4
)∣∣

∗

= −〈23〉
〈12〉

(〈1234〉〈15〉+ 〈4512〉〈13〉+ 〈5123〉〈14〉) ηA
3

= −〈23〉〈1345〉ηA
3 .

最後の等号では、上記の余因子による恒等式から従う

〈1234〉〈15〉+ 〈4512〉〈13〉+ 〈5123〉〈14〉 = 〈12〉〈1345〉

を用いた。同様に、
ΘA

12356
∣∣
∗ = −〈23〉〈1356〉ηA

3

を得る。
一方、ラベル集合 {1, 3, 4, 5, 6} 上では χA

r

∣∣
∗ が 〈1r〉 に比例している。したがって、同じ余因子によ

る恒等式から
ΘA

13456
∣∣
∗ = 0, [13456]|∗ = 0

となる。
以上より、5ブラケットの定義と 4ブラケットの反対称性を用いて、

[12345]|∗ = 〈23〉4〈1345〉4

〈1234〉〈2345〉〈3451〉〈4512〉〈5123〉
η̄3

= 〈23〉4〈1345〉3

〈1234〉〈1245〉〈1235〉〈2345〉
η̄3,

[12356]|∗ = 〈23〉4〈1356〉4

〈1235〉〈2356〉〈3561〉〈5612〉〈6123〉
η̄3

= 〈23〉4〈1356〉3

〈1235〉〈2356〉〈1256〉〈1236〉
η̄3

となる。
したがって、

Coeff η̄3 (P6|∗) = 〈23〉4

〈1235〉

(
〈1356〉3

〈2356〉〈1236〉〈1256〉
+ 〈1345〉3

〈1234〉〈1245〉〈2345〉

)
.
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これに 〈12〉4/D6 を掛けると、

A
(6)
123 = 〈12〉4〈23〉4

D6〈1235〉
×
(

〈1356〉3

〈2356〉〈1236〉〈1256〉
+ 〈1345〉3

〈1234〉〈1245〉〈2345〉

)
.

C = (c1, c2, c3, c4, c5, c6), ci ≥ 0

D6 の定義を戻せば、主張の式が得られる。

同じように、この superamplitude から負ヘリシティ粒子の選び方を変えることで、全部で全部で(6
3
)

= 20 個のグルーオン振幅を取り出すことができる。
この章で導入された

PNMHV
6 = [61234] + [61245] + [62345]

は 6粒子 NMHV比関数という。次の章では amplituhedoronの標準形からこの NMHV非関数である
5braketを得る方法について考える。

3 Amplituhedron

3.1 defenition of Amplituhedron
この章で扱うのは

An,k,m(Z) = A6,1,4(Z)

という amplituhedronである。ここで、nは外部粒子の数、k は NkMHV の次数、mは物理的な散
乱振幅に対する選択である。この幾何学的対象を定義するため、外部データとして

Z =

Z1
...
Z6


という 6× 5 行列を用意する。各行 Zi は 5成分を持ち、複素射影空間 CP4 の点を表す。
実グラスマン多様体 Grk,n は Rn の k 次元部分空間全体として定義される。そして、そのうち一つの
部分空間は階数 k の k × n行列 C の行空間として表せる。ただし、

C ∼ GC, G ∈ GL(k,R)

は同じ行空間を表し、この同値類を [C] とする。代表元を適切に選ぶことで、順序を保って選んだす
べての k × k 小行列式が非負になるもの全体を正グラスマン多様体 Gr≥0

k,n とする。本章では k = 1な
ので、

C = (c1, c2, c3, c4, c5, c6), ci ≥ 0

であり、全体の非零なスケール倍は同一視されるため、この空間の実次元は 5になる。
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Definition 3.1 Amplituhedron

k + m ≤ n および n > 3 を満たす正の整数 n, k, m に対して、tree-level の amplitugedron
An,k,m(Z) は、全成分が正な n× (k + m) 行列 Z が誘導する写像

Y : [C] 7−→ [CZ] ∈ Grk,k+m (71)

による、正グラスマン多様体 Gr≥0
k,n の像として定義される。ここで [C] は、正の k × n 行列 C

で表される Grk,n の要素を表す。

k = 1の場合には
Y = c1Z1 + · · ·+ c6Z6, ci ≥ 0

となり、代表元を規格化すると c1 + · · ·+ c6 = 1として通常の凸多面体と同じ形で書くことができる。
つまり、A6,1,4(Z)は六つの頂点 Z1, . . . ,Z6 の凸包であることが分かる。
外部データには順序を保って選んだ任意の 5行について

det(Zi1 , . . . ,Zi5) > 0, i1 < · · · < i5

という正定値正を課す。よって、本章の amplituhedronはこのような順序構造を持つ 4次元の巡回多
面体となる。しかし、4次元単体に必要な頂点は 5個だけであるが、本章では頂点が 6個あるため、全
体をいくつかの 4次元単体に分割して扱う。

3.2 canonical form
このような多面体から標準形式 (canonical form)を構成する。まずは 1次元の区間で考える。
区間 a < x < bに対して

Ω[a,b] = (b− a) dx

(x− a)(b− x)
= d log x− a

b− x

を考える。この 1形式は区間の内部では特異点を持たず、その境界 x = a, b で単純極を持つ。そして
その留数は向きに応じて +1,−1である。
高次元でも同様に標準形式は、
・領域の内部では極を持たない
・境界に沿って対数特異点を持つ
・境界での留数の値がその境界自身の標準形式になる

ResB Ω(P ) = Ω(B)

という性質を持つ。*2例えば、標準的な三角形
x > 0, y > 0, x + y < 1

の標準形式は確かにそれらの性質を満たしていることが分かる。したがって、標準形式は領域の境界構
造を微分形式として表したものとして理解できる。
通常の座標で微分形式を

Ω = f(y) dy1 ∧ · · · ∧ dy4

*2 これは性質であり、[ABL17]などに詳しく書かれている。
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と書くように、Grk,k+m = Gr1,5 上の微分形式の族を

Ω6,1,4(Y ;Z) = ω6,1,4(Y ;Z) µP4(Y )

で表すことができる。ここで µP4 は斉次座標で書いた 4形式であり、

µP4(Y ) =
5∑

a=1
(−1)aYa dY1 ∧ · · · ∧ d̂Ya ∧ · · · ∧ dY5.

となる。よって ωµP4 全体が射影空間上の形式となる。実際、Y 7→ tY に対して

µP4(tY ) = t5µP4(Y ), ω(tY ) = t−5ω(Y )

となり、積ではスケールが打ち消されることが分かる。
次に 5 つの頂点 Za,Zb,Zc,Zd,Ze が作る単体を考える。例えば、〈Y abcd〉 = 0 は Y が四つの頂点
Za,Zb,Zc,Zd を通る平面上にあることを意味している。ここで、単体 1つに対して

ω{abcde}(Y ;Z) = 〈abcde〉4

〈Y abcd〉〈Y bcde〉〈Y cdea〉〈Y deab〉〈Y eabc〉

が標準形式の係数になることが知られている。これは、分母が ∆5cacbcccdce であり、分子が ∆4 であ
ることから

Ω{abcde} = µP4(c)
cacbcccdce

の形になることから理解できる。
また、6つの頂点を持つ本章の多面体は

∆{61234}, ∆{61245}, ∆{62345}

という 3つの 4次元単体に分割することができる。標準形式は向きを揃えた単体分割について加法的で
あることから、

ω6,1,4 = ω{61234} + ω{61245} + ω{62345}

が成立する。ここで、各単体の形式には内部の面に対応する極が現れるが、これは同じ内部の面を共有
する二つの単体ではその面の向きが反対になることから、和を取ると留数が打ち消されることが分か
る。よって、結果として多面体全体の境界に対応する極が残ることになる。この性質から、別の単体分
割を使っても同じ標準形式が得られる。

3.3 From Amplituhedron To supertwistor
ここまでは通常の可換な外部データ Zi から多面体と標準形式を作ってきた。次はこの外部データに

Zi =

(
Z1

i , Z2
i , Z3

i , Z4
i ,

4∑
A=1

ϕAχA
i

)

を形式的に導入することを考える。ϕA も χA
i もグラスマン奇変数なのでその積 ϕAχA

i は偶変数とな
る。よって、これを可換な第 5成分として扱うことができる。
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先に外部データから有利関数の形式を求め、その後でグラスマン変数を含む式を代入することを考え
る。さらに、

Y = Y0 = (0 : 0 : 0 : 0 : 1)

と置く。すると、

〈Y0abcd〉 = det


0 0 0 0 1

Z1
a Z2

a Z3
a Z4

a ϕAχA
a

Z1
b Z2

b Z3
b Z4

b ϕAχA
b

Z1
c Z2

c Z3
c Z4

c ϕAχA
c

Z1
d Z2

d Z3
d Z4

d ϕAχA
d

 = 〈abcd〉.

となり、標準形式の係数に出てきた分母は 4braketで書くことができる。
分子の 5次行列式を第 5列目について展開すると、

〈abcde〉 =
4∑

A=1
ϕAΘA

abcde,

ただし、
ΘA

abcde = 〈abcd〉χA
e + 〈bcde〉χA

a

+ 〈cdea〉χA
b + 〈deab〉χA

c + 〈eabc〉χA
d

となる。次に、

〈abcde〉4 =

(∑
A

ϕAΘA
abcde

)4

をグラスマン積分することを考える。グラスマン数の性質より(∑
A

ϕAΘA

)4

= 4! ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4Θ1Θ2Θ3Θ4

なので、
1
4!

∫
〈abcde〉4 d4ϕ =

4∏
A=1

ΘA
abcde.

となる。これらを組み合わせると以下の公式を得ることができる。

Theorem 3.2 canonical form → 5braket

1
4!

∫
ω{abcde}(Y0;Z) d4ϕ = [abcde]

Proof. 外部データと基準点を

Zi =

(
Z1

i , Z2
i , Z3

i , Z4
i ,

4∑
A=1

ϕAχA
i

)
, Y0 = (0 : 0 : 0 : 0 : 1)

とする。ここで、ϕA, χA
i は互いに反交換するグラスマン奇変数であり、積分の規格化を∫

ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 d4ϕ = 1
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と定める。
単体の標準形式の係数は

ω{abcde}(Y ;Z) = 〈abcde〉4

〈Y abcd〉〈Y bcde〉〈Y cdea〉〈Y deab〉〈Y eabc〉

である。ここで、5個のベクトルを含む括弧は、Zi および Y を用いた 5× 5 行列式を表す。
まず、Y = Y0 を代入して行列式を展開すると、

〈Y0abcd〉 = det(Za, Zb, Zc, Zd) = 〈abcd〉

となる。他の分母因子についても同様なので、

ω{abcde}(Y0;Z) = 〈abcde〉4

〈abcd〉〈bcde〉〈cdea〉〈deab〉〈eabc〉
.

特に、この分母は ϕ に依存しない。
次に、分子の行列式を第 5列について展開する。

〈abcde〉 =
4∑

A=1
ϕA
(
〈abcd〉χA

e + 〈bcde〉χA
a + 〈cdea〉χA

b + 〈deab〉χA
c + 〈eabc〉χA

d

)
.

そこで、
ΘA

abcde := 〈abcd〉χA
e + 〈bcde〉χA

a + 〈cdea〉χA
b

+ 〈deab〉χA
c + 〈eabc〉χA

d

とおけば、
〈abcde〉 =

4∑
A=1

ϕAΘA
abcde

と書ける。
各 ΘA

abcde はグラスマン奇変数であるため、ϕAΘA
abcde は偶であり、これらの因子は互いに可換であ

る。また、(ϕA)2 = 0 なので、4乗の展開で残るのは、四つの異なる ϕA を一度ずつ含む項だけである。
したがって、

〈abcde〉4 =

( 4∑
A=1

ϕAΘA
abcde

)4

= 4! (ϕ1Θ1
abcde)(ϕ2Θ2

abcde)(ϕ3Θ3
abcde)(ϕ4Θ4

abcde)

= 4! ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4
4∏

A=1
ΘA

abcde.

最後の並べ替えでは、奇変数同士の交換を 1 + 2 + 3 = 6 回行うため、符号は正となる。
よって、グラスマン積分により

1
4!

∫
〈abcde〉4 d4ϕ =

4∏
A=1

ΘA
abcde
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を得る。分母が ϕ に依存しないことを用いれば、
1
4!

∫
ω{abcde}(Y0;Z) d4ϕ

=

4∏
A=1

ΘA
abcde

〈abcd〉〈bcde〉〈cdea〉〈deab〉〈eabc〉
= [abcde].

最後の等号は、5ブラケットの定義による。

つまり、1つの単体の標準形式が 1つの 5braketに変換されることが分かる。

3.4 NMHV superamplitude from Amplituhedron
3つの単体の形式を足してから同じ操作を行うと、

1
4!

∫
ω6,1,4(Y0;Z) d4ϕ = [61234] + [61245] + [62345]

= PNMHV
6

が得られる。これにMH superamplitude をかけると

ANMHV
6 = δ(8)(q)

〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈61〉
(
[61234] + [61245] + [62345]

)
となる。さらに前章の成分抽出を行えば任意の helicity amplitude を求めることができる。

4-simplex ×3 −→ ω{61234} + ω{61245} + ω{62345}

−→ [61234] + [61245] + [62345]

−→ ANMHV
6

−→ A6(1−, 2−, 3−, 4+, 5+, 6+)

Theorem 3.3 7-particle NMHV superamplitude from two triangulations

Z ∈ R7×5 を、順序付き最大小行列式が
〈i1i2i3i4i5〉 > 0, 1 ≤ i1 < i2 < i3 < i4 < i5 ≤ 7

を満たす外部データとする。その行が表す点を頂点とする巡回多面体を
P := A7,1,4(Z)

と書く。また、
∆abcde := conv{Za,Zb,Zc,Zd,Ze}

と定める。
この多面体は、次の二通りの単体分割を持つ。

P =
⋃

(a,b,c,d,e)∈T7

∆abcde =
⋃

(a,b,c,d,e)∈T1

∆abcde,

ただし、
T7 = {(7, 1, 2, 3, 4), (7, 1, 2, 4, 5), (7, 1, 2, 5, 6),

(7, 2, 3, 4, 5), (7, 2, 3, 5, 6), (7, 3, 4, 5, 6)},
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Theorem 3.3 7-particle NMHV superamplitude from two triangulations (continued)
T1 = {(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 3, 5, 6), (1, 2, 3, 6, 7),

(1, 3, 4, 5, 6), (1, 3, 4, 6, 7), (1, 4, 5, 6, 7)}.

各分割において、異なる単体の内部は互いに交わらない。
これらの分割から得られる NMHV比関数は、

P(7)
7 := [71234] + [71245] + [71256]

+ [72345] + [72356] + [73456],

P(1)
7 := [12345] + [12356] + [12367]

+ [13456] + [13467] + [14567]

であり、
P(7)

7 = P(1)
7

が成り立つ。
したがって、7粒子 NMHV超振幅は

ANMHV
7 = δ(8)(q)

〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈67〉〈71〉
P(7)

7 = δ(8)(q)
〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈67〉〈71〉

P(1)
7 .

ここで、
qαA :=

7∑
r=1

λα
r ηA

r

であり、χ と η の関係は前節の変換公式に従う。

Proof. まず、二つの単体分割を構成する。
四つの頂点の添字を F = {f1 < f2 < f3 < f4} とし、それらを通る超平面を

hF (Y ) := det(Zf1 ,Zf2 ,Zf3 ,Zf4 , Y ) = 0

と書く。r /∈ F に対して、最大小行列式の正値性より、
sgn hF (Zr) = (−1)#{f∈F :f>r}

である。
F がファセットを定めるための条件は、残りの頂点における hF の符号がすべて一致することであ
る。特に、頂点 7を含まないファセットでは hF (Z7) > 0 なので、残りの頂点でも符号が正でなければ
ならない。この条件から、F は二組の隣接する添字からなり、頂点 7を含まないファセットは

{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 4, 5}, {1, 2, 5, 6},
{2, 3, 4, 5}, {2, 3, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}

の六つとなる。
これらの各ファセットと頂点 7との凸包を取ると、T7 に対応する六つの 4次元単体が得られる。頂
点 7から内部点へ伸ばした半直線は、頂点 7を含まないファセットに到達するため、これらの単体は P

全体を覆い、異なる単体の内部は互いに交わらない。
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同様に、頂点 1を含まないファセットは

{2, 3, 4, 5}, {2, 3, 5, 6}, {2, 3, 6, 7},
{3, 4, 5, 6}, {3, 4, 6, 7}, {4, 5, 6, 7}

である。これらと頂点 1との凸包を取ることで、T1 による単体分割が得られる。
次に、それぞれの単体の標準形式を計算する。向きの規約を共通に固定すると、

Ω{abcde}(Y ;Z) = ω{abcde}(Y ;Z)µP4(Y ),

ω{abcde}(Y ;Z) = 〈abcde〉4

〈Y abcd〉〈Y bcde〉〈Y cdea〉〈Y deab〉〈Y eabc〉
.

例えば、最初の分割に現れる単体については、

ω{71234}(Y ;Z) = 〈71234〉4

〈Y 7123〉〈Y 1234〉〈Y 2347〉〈Y 3471〉〈Y 4712〉

となる。他の単体にも同じ公式を適用する。
標準形式の単体分割に関する加法性から、

ω7,1,4 = ω{71234} + ω{71245} + ω{71256}

+ ω{72345} + ω{72356} + ω{73456},

また、
ω7,1,4 = ω{12345} + ω{12356} + ω{12367}

+ ω{13456} + ω{13467} + ω{14567}

である。ここでは引数 (Y ;Z) を省略した。内部の共有面における留数は反対の向きを持つため相殺し、
どちらの和も P の境界を持つ同じ標準形式を与える。
この標準形式を求めた後、

Zr 7−→

(
Z1

r , Z2
r , Z3

r , Z4
r ,

4∑
A=1

ϕAχA
r

)
, Y0 = (0 : 0 : 0 : 0 : 1)

を形式的に代入する。グラスマン積分の規格化を∫
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 d4ϕ = 1

とすれば、前定理より各単体について
1
4!

∫
ω{abcde}(Y0;Z) d4ϕ = [abcde]

が成り立つ。
したがって、最初の分割からは

1
4!

∫
ω7,1,4(Y0;Z) d4ϕ = [71234] + [71245] + [71256]

+ [72345] + [72356] + [73456]

= P(7)
7
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を得る。同じ積分を第 2の分割で計算すれば、
1
4!

∫
ω7,1,4(Y0;Z) d4ϕ = [12345] + [12356] + [12367]

+ [13456] + [13467] + [14567]

= P(1)
7

となる。よって、
P(7)

7 = P(1)
7

である。
この等式は、5ブラケットの六項恒等式からも確認できる。まず、巡回対称性を使うと、

P(7)
7 = [12347] + [12457] + [12567]

+ [23457] + [23567] + [34567].

六つのラベルの組 {1, 2, 3, 4, 5, 7}、{1, 2, 3, 5, 6, 7}、{1, 3, 4, 5, 6, 7} に六項恒等式を適用すると、

[12347] + [12457] + [23457] = [12345] + [12357] + [13457],
[12357] + [12567] + [23567] = [12356] + [12367] + [13567],
[13457] + [13567] + [34567] = [13456] + [13467] + [14567]

を得る。これらを順に用いれば、P(7)
7 は P(1)

7 に書き換えられる。
最後に、得られた比関数にMHV超振幅

AMHV
7 = δ(8)(q)

〈12〉〈23〉〈34〉〈45〉〈56〉〈67〉〈71〉

を掛けると、
ANMHV

7 = AMHV
7 P(7)

7 = AMHV
7 P(1)

7

となり、二通りの単体分割から同じ超振幅が得られる。

3.5 star triangulation
よって、頂点が n 個ある凸多面体を 4-simplex で分割する方法さえ分かれば superamplitude を計算
できることが分かった。この分割方法には一般に規則があり、絵を書いて求めることができる。これを
star triangulationという。この巡回凸多面体は Zi ∈ R5 であったため、Amplituhedronは

P =

{[
n∑

i=1
ciZi

] ∣∣∣∣∣ ci ≥ 0, (c1, . . . , cn) 6= 0

}
⊂ RP4

という実射影空間上で定義されていたが、全頂点を含む適切なアフィン座標を選ぶと、これは通常の

P = conv{v1, . . . , vn} ⊂ R4

という凸多面体となる。標準形式を扱う段階では周囲の空間を複素化し、Ω を CP4 上の有理型微分形
式として考えることが必要であったが、外部データとして計算する段階ではこれらの議論から R4 の部
分空間である凸多面体 P の 4-単体による分割をすればいい。
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具体的な方法として以下がある
1. 頂点 n を固定する。
2. 残りの頂点を 1, 2, . . . , n− 1 の順に並べる。
3. 端点を共有しない二つの隣接辺

(i, i + 1), (j, j + 1)

を選ぶ。
4. その四つの端点に固定頂点 n を加え、4単体 ∆{n,i,i+1,j,j+1} を作る。
この規則で得られる単体をすべて集めれば、一つの単体分割になることが知られている。この分割は明
らかに一意ではないが、向きが逆の標準形式の留数は相殺されることから ω は一意に決まる。
分割を列挙した時点で

∆{n,i,i+1,j,j+1} 7−→ [n i i + 1 j j + 1]

より
PNMHV

n =
n−4∑
i=1

n−2∑
j=i+2

[n i i + 1 j j + 1]

が得られるので、superamplitudeも

ANMHV
n = AMHV

n PNMHV
n

となる。これは BCFW recursion からも得られることが知られている。
選ぶ単体の数は

Nn =
n−4∑
i=1

(n− i− 3) =
(

n− 3
2

)
= (n− 3)(n− 4)

2

であるので、この分割の列挙はO(n2)でできる。より一般のNkMHVでは、on-shell diagramや plabic
graphと BCFW recursion が主な道具として使用される。そこでは、正グラスマン多様体のセルを白
黒頂点の平面グラフで表し、再帰的に amplitude の項を組み立てている。[Lam26]
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