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物理学にとって数学とは？

例１: 古典力学 (17c ~)

運動方程式

解

微分方程式

単振り子



物理学にとって数学とは？

例２ : 電磁気学 (18c. ~)

Maxwell 方程式

解

ベクトル解析

電流と磁場



少し時代が進んで...

例３ : 一般相対論 (20c. ~)
Einstein 方程式

Schwarzschild 計量

Riemann 幾何学

Penrose diagram 
for Schwarzschild black hole



物理学の理論はさまざまな数学によって支えられている！

特に幾何学を用いた記述は物理をより鮮明にすることがある

数学→物理への流れを逆にすることはできないのか？



今日の講演内容

既知の理論物理学を使って未知の数学を探せるのか？

math

physics

known

known

New theory !



自己紹介

・名前

高原 賢都

・所属

千葉大学理学部先進科学プログラム(CFS) 先進物理学クラス 3年

千葉大学素粒子論研究室 (CPP)

・分野

素粒子理論、特に formal な Scattering amplitude について
Twitter : @rad1_study



自己紹介

・数物セミナー について

28th 群論班 

雪江 代数学1 群論入門

29th 微分幾何学班 

森田 微分形式の幾何学

30th 代数トポロジー班 

佐藤 基本群と被覆空間

31st 物理と幾何学班

Kaidi Introduction to Generalized Symmetries (arXiv:2603.08798)



講演の流れ

1. Introduction

2. 4次元 Yang-Mills 理論について 

物理側 : ゲージ場の理論

数学側 : 主束, モジュライ空間

3. 相関関数と位相不変量の構成 

定義から証明まで全てを追うのは不可能なので何となく概要だけ掴んでください。なんかよく分からない
ものがあって計算をしてくと面白いことができるんだな～と思ってくれたら嬉しいです
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色が濃いほど難しいです



4次元 Yang-Mills 理論について 

1954

アイソスピン対称性

1973

QCD

漸近的自由！

主束による定式化

Donaldson の定理

Witten

TQFTと位相不変量

Seiberg-Witten 理論

1975

1983

1989

1994



Yang-Mills 理論

この世にはゲージ場 𝐴𝜇 がある

例えば、電磁気学のポテンシャル 𝐴𝜇 = 𝜙, 𝑨 など

ゲージ冗長性(局所対称性𝐺)も通常の理論には入っているはず

さらに、この世には電磁気力だけでなく強い力と弱い力が存在

それらを満たせる理論を考えてみたい



例えば、局所対称性 𝐺を可換群 𝑈 1 にしてみると構造定数𝑓は 0

電場と磁場を代入すると、

LagrangianとHamiltonianは



電磁気学にゲージ変換が存在するように、Yang-Mills理論にも物理
的な冗長性を記述するゲージ変換がある

ゲージ場全体の空間𝒜にゲージ変換群𝐺が作用している

ゲージ変換で移れる場は物理的に同じであるので、physな空間は

例えば電磁気学の場合、可換群なので第2項のみが残る



Yang-Mills 理論の作用は

であたえられる。この作用を最小にするゲージ場は

で与えられる。これがゲージ場の運動方程式である。

また、場の強さFの数学的性質として

というBianchi恒等式が成立するので、この2つの式に沿ってゲー
ジ場Aは動いていることが分かる。



例 : U(1) ゲージ理論 

ゲージ群G をU(1)にするとMaxwell方程式になる
→ 電磁気学はU(1)ゲージ理論である！

運動方程式 Bianchi 恒等式



このようなゲージ理論を幾何学で議論するには何が自然か？

場の理論、特にゲージ理論の気持ちを考えてみよう！

・そもそも場𝜙 𝑥  は時空上の1点 𝑥 に対して値を出力するもの

→時空の各点に内部自由度を与えることができる

・ゲージ理論には局所対称性という冗長さが存在

ゲージ変換はその局所対称性の中で動いているもの

→局所対称性を時空上の各点に刺したい！！



4次元時空を多様体𝑀とすると、多様体の各点に群𝐺のようなも
のが刺さっている幾何学的対象といえば...



主束 (principal bundle)
多様体𝑀(底空間)とLie群𝐺(構造群)に対し、主𝐺束𝑃 = 𝑃, 𝜋, 𝑀, 𝐺 とは、全空
間となる多様体𝑃と滑らかな全射 𝜋: 𝑃 → 𝑀の組であって、以下を満たすもの

・自由かつ推移的な右作用の存在

𝑃上にLie群𝐺の滑らかな右作用 𝑅: 𝑃 × 𝐺 → 𝐺 𝑝, 𝑔 ↦ 𝑝 ⋅ 𝑔 が存在し、

(i) 𝜋 𝑝 ⋅ 𝑔 = 𝜋 𝑝

(ii)   𝜋 𝑝 = 𝜋 𝑝′ ならば、𝑝′ = 𝑝 ⋅ 𝑔となる𝑔 ∈ 𝐺が一意的に存在する

・局所自明性

𝑀の任意の点𝑥に対し、開近傍𝑈 ⊂ 𝑀 と局所自明化(微分同相写像)

Φ ∶ 𝜋−1 𝑈 → 𝑈 × 𝐺 が存在して、以下を満たす

(1) 第1成分への射影をprとすると、pr1 ∘ Φ = 𝜋

(2) Φ 𝑝 = 𝜋 𝑝 , 𝜙 𝑝 と表したとき、𝜙 𝑝 ⋅ 𝑔 = 𝜙 𝑝 𝑔 が成り立つ



(絵の説明スライド)



多様体の各点に接空間 𝑇𝑥𝑀 があるように、主束の接空間 𝑇𝑝𝑃 を作れること
が知られている。(群作用で点を動かして接ベクトルを構成すればよい)

主束の”接続”はこの接空間 𝑇𝑝𝑃に水平、垂直という概念を持ち込める

𝑇𝑝𝑃 = 𝐻𝑝 ⊕ 𝑉𝑝

主束上の接続とは、各点𝑝 ∈ 𝑃において𝐻𝑝を対応させること

すなわち、上のように接空間を滑らかに、 𝐻𝑝が右作用に関して不変なよう
に直和分解できるようになる。

実は、この”接続全体の集合(接空間の分け方)”と”接続形式全体の集合”は一
対一対応しているというすごい定理がある
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主束上の接続形式

※一般的によく知られているのは多様体𝑀上、特に局所自明化をした𝑅𝑛上𝑅値

の微分形式であるが、主束上の接続形式は違うことに要注意する必要がある

とりあえず、主束上の接続形式を使って計算していくということだけ知ってれば大丈夫です



主束上の曲率

多少無理やりだが、主束上の接続形式 𝜔 ∈ 𝐴1 𝑃, 𝑔 を定義できた

主束上の曲率 Ω ∈ 𝐴2 𝑃, 𝑔 を以下のように定義する

※𝐷は主束上の共変外微分と呼ばれるものであり、定義はシンプルだがややこしいので省略する

[,] はLie代数値に対してbraketを計算して微分形式に対してwedge積を計算するものである

定義したばかりなので慣れない概念だが、主束上の接続形式と曲率の計算は非常
に簡単な代数の問題になる！！例えば、Bianchi恒等式

𝐷𝛺 = 𝑑𝛺 + 𝜔, 𝛺 = 0

を示すことが容易にできる。



主束には局所切断が存在する
𝑠 ∶ 𝑈 → 𝑃 , 𝜋 ∘ 𝑠 = 𝑖𝑑𝑈

局所切断𝑠を使って主束上の接続形式を𝑀上微分形式に引き戻してみる

一般に多様体論から以下のような写像が構成できる

𝑠∗: 𝐴𝑘 𝑃; 𝑔 → 𝐴𝑘 𝑈, 𝑔

これを用いると、接続形式と曲率形式は

のように𝑈上微分形式に引き戻せる。A, Fの関係を計算すると

実はこれは物理のゲージ場と場の強さと完全に同じ！！



主束の接続形式の引き戻しがゲージ場であることを確認したい

座標を表示してAとFを書くと

となる。これを 𝐹 = 𝑑𝐴 + 𝐴 ∧ 𝐴 に代入すると、場の強さの成分は

となり、規格化因子と符号を除いて物理のゲージ理論を再現できている！

David Tong – Gauge Theory P28



主束のゲージ変換

底空間を動かさない主束自己同型 𝜑: 𝑃 → 𝑃 を主束のゲージ変換という

このゲージ変換全体の作る群をゲージ変換群 𝒢という

任意のゲージ変換は写像 𝛾: 𝑃 → 𝐺 を使って
𝜑𝛾 𝑝 = 𝑝𝛾 𝑝

と書くことができる。(主束の定義より)

接続の空間に作用するゲージ変換を

と定義すると、接続形式と曲率形式は

となる。これも局所切断による引き戻しをしてみる。



局所切断による引き戻しをすると、

となる。確かにこれは物理のゲージ変換と同じである！

David Tong – Gauge Theory P30
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Yang-Mills 方程式

𝑀を向き付けられたRiemann多様体、Lie代数𝔤 にAd不変な内積<, >を入れる
主束の一般論から曲率形式は随伴束

に値を取る𝑀上の2形式と考えられる。Riemann計量によって各点𝑥 ∈ 𝑀で微分
形式の空間に内積を与えるので、曲率の長さ|Ω|を定義できそう！

実際、 Ωはこれらの議論から局所的に

のように書くことができる。ここでBはLie代数の正規直交基底、𝜃はU上1形式
を正規直交基底になるように選んだ。そのとき、

は基底の選び方に依存しない。



Yang-Mills 汎関数 : 𝒜 → 𝑅

これはゲージ変換群の作用に不変であることが分かる.

(曲率形式はゲージ変換群の作用によってAdで移るのでLie代数のAd不変な内積によって

となるため . )

Yang-Mills汎関数 は 物理の言葉でいうと pure Yang-Mills 理論の作用S

作用がゲージ変換で不変なのもconsistentですね

すなわち、Yang-Mills汎関数の停留点は幾何学的な運動方程式となるはず



Yang-Mills 汎関数 

接続形式全体の空間は無限次元Affine空間であるので、変分を求めるにあたり

の直線に沿って計算をすれば十分である。曲率形式は

となる。ここで𝐷は共変外微分である。

Yang-Mills汎関数に代入すると



ここで𝐷という微分作用素の随伴作用素𝐷∗を構成すると

となる。ある接続𝜔がYang-Mills汎関数の停留点であるとは、 𝜔を通るすべての
線分

に対して

が成立することを意味するので、 𝜔がYang-Mills汎関数の停留点となる条件は

であることが分かった！！このような接続形式をYang-Millsの接続という。



の正体は？

局所切断によって引き戻すと

となる。これを局所基底で展開すると

となり、これはやはり物理側の運動方程式と一致する.

David Tong – Gauge Theory P29



Appendix : 弱安定なYang-Mills 接続

停留点だけでは安定点とは限らない

“最小”作用の原理がどれほど重要かは議論しなければならないが

Yang-Mills汎関数の第２変分が非負になる弱安定Yang-Mills 接続の条件を出し
ておこう！

𝐺をコンパクトLie群、𝑀 = 𝑆𝑛, 曲率が非零 のとき

すなわち、𝑛 ≥ 5 の場合は弱安定とはなり得ない！( J.Simonsの定理)

Stability and gap phenomena for Yang-Mills fields (1979)



Appendix : 弱安定なYang-Mills 接続

このように、𝑀上にいかなるコンパクトLie群を構造群とするいかなる主束を
とってもYang-Mills 弱安定となり得ないとき、

Riemann多様体 𝑀 をYang-Mills不安定なRiemann 多様体という。

例 : n次元球面 (𝑛 ≥ 5) Cayler射影平面

物理に変えると、ℝ × 𝑆𝑛 などの高次元球面上では非自明なpure Yang-Mills場は
安定な古典的背景場や古典的なソリトンになれないということが分かる。

よって、𝐹 = 0 というlocally flat な解しか安定にならないことが幾何から言える



おさらい
物理側 数学側

ゲージ場 𝐴𝜇 接続形式𝜔 (の引き戻し)

場の強さ 𝐹𝜇𝜈 曲率形式 Ω (の引き戻し)

ゲージ変換 主束の自己同型写像

作用 𝑆 Yang-Mills 汎関数

運動方程式 Yang-Mills 接続

Bianchi 恒等式 Bianchi 恒等式



微分形式の分解

これ以降は4次元多様体𝑀上の2次微分形式について考える

Hodge star 作用素 ＊: 𝐴2 𝑀 → 𝐴2 𝑀 について、

固有値は+1, -1 であり, A2 𝑀 をHodge star の固有空間に分解できる

それぞれの固有空間を 𝐴2 𝑀 = A+ ⊕ A− とする

A+の元を自己双対的(self-dual)、 A−の元を反自己双対的(anti-self-dual)という

具体的な計算
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一般に p form → n-p form
ここでは n=4, p=2 としている



具体的な計算

とすると、

のように、確かに固有値+1と-1の空間に分解できている

自己双対的な空間𝐴+の基底 反自己双対的な空間𝐴−の基底



反自己双対接続

のように分解できる。これを代入すると、

となる。

実は、    の積分は主束のトポロジーで決まる特性数になる (Chern-Weil)



Yang-Mills 汎関数に代入すると、

となる。また、

を使って計算すると、

chern数が正の場合には上式、負の場合には下式を使うと、



Yang-Mills 汎関数の極小値を求めることができる

等号成立条件は、chern数 𝑐 が負のとき

すなわち、半自己双対接続

である。よって、反自己双対接続は安定なYang-Millsの接続である！

𝐺 = 𝑆𝑈 𝑁 のとき , first chern number 𝑐1 𝑃 = 0 なので

となる。この極小値をインスタントン数 (instanton number) という。



反自己双対接続のモジュライ空間 (ASD moduli space)

物理側のゲージ理論で分配関数を定義するためにゲージ場の経路積分を考えて
みたい。いつも通りあらゆる接続の空間 (無限次元) で経路積分をしてみるが、
ゲージ変換で移り合えるものを含め全てのゲージ場を足しあわせると理論が破
綻してしまう

[30] David Skinner: Quantum Field Theory II



物理のゲージ理論ではゲージ変換で互いに移り合う接続は本質的に同じも
のであるとするので、接続全体の空間をゲージ変換群で割ったようなもの
を構成してみたい！ℳ = 𝒜/𝒢 をモジュライ空間という

[30] David Skinner: Quantum Field Theory II
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いつもの場の量子論ではモジュライ空間で積分せずにゲージ固定をすることで
経路積分を計算していた  (いわゆる [37] Faddev Popov procedure, 1967年)

その”処方”を(有限次元の)積分に落とし込んで分配関数が計算できるようにな
るのは非常に良い理論！また、TQFTではその計算を実行することで位相不変
量が半自動的に構成できることがある！

※ 実はゲージ固定を4次元多様体上のsu(2)自己双対モジュライ空間の数学として厳密化さ
せた理論 (モジュライ空間のslice theorem)もあるが今回は省略

[30] David Skinner: Quantum Field Theory II



モジュライ空間は物理的にものすごく自然な空間であることが分かってきた！

当時 (1970年後半) にも同じような議論があったらしい

Belavin–Polyakov–Schwartz–Tyupkin (BPST)インスタントン SU(2) k=1 解を構成
インスタントンが孤立した1つの解ではなく連続的な解の族であることを指摘！(moduli spaceの原型)

[33] Belavin–Polyakov–Schwartz–Tyupkin (1975)



自己双対モジュライ空間を構成して、その次元を楕円複体とAtiyah–Singer指数定理から計算
モジュライ空間は無限次元/無限次元であるが、その次元は𝑀 = 𝑆4, 𝐺 = 𝑆𝑈 2 , その他色々な
条件が付いたとき 8k-3という有限次元となることが分かった！

[35] Atiyah–Hitchin–Singer (1977)



Donaldson-Witten 理論 

通常のYang-Mills 理論の分配関数は形式的に

と書ける。ここで instanton number と作用は

となる。分配関数は経路積分で定義されているため、作用を最小化する反
自己双対接続だけでなくあらゆるゲージ場の足し合わせになる。

弱結合極限 𝑔 → 0 において反自己双対接続は支配的な古典解にすぎず、そ
の周りの量子補正が指数関数的に落ちるが残っている。

これをexactにしたいので超対称性を導入する。



4次元 超対称Yang-Mills 理論とtopological twist

Lorentz群の 𝑆𝑈 2 𝐿 と内部対称性の𝑆𝑈 2 𝑅を混ぜて
𝐾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑆𝑈 2 𝐿 × 𝑆𝑈 2 𝑅

を新しい回転群とする。これを topological twist といい、超対称生成子の1つが
スカラー演算子𝑄になる。Twist 前の超対称生成子はスピノルなので、一般の4
次元多様体上では一定のパラメータを取れないが、twist をすることによって
定義ができるようになった！

Twist をすることで場がいくつか作られる



一般に 𝑄2 = 𝛿𝜙 = , 𝜙 であることが分かる

また、gauge-invariant operator の空間ではこれは 𝑄2 = 0 となるので、BRST 
charge と非常によく似た役割を果たすことが知られている。

observableな量はこの対称性の元で不変であるべきなので

また、                            の相関関数は  と同じなので

observableはQによって定まるco-chain complex のコホモロジー類になる



Donaldson-Witten理論の作用は

となる。

ここで、𝑡は局所パラメータ、

ゲージフェルミオンは

補助場𝐻を消去すると、ボソンの部分は

となる。この部分が0になる条件は
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よって、Observable 𝒪 の期待値は

で表せる。ここでΦはtwist後の全場をまとめた記号とした。

𝑡で微分すると、

となるが、これは

により、0となる。よって、𝑡を自由に大きくできる！ (𝑡 → ∞を考える)

経路積分は {Q, V} = 0 に局在するので

また、既約接続であれば 𝜙 = 0 であることから、局在領域は有限次元の反自己
双対モジュライ空間となる！！



実はSUSY によって反自己双対接続周りの非零モードは対になって相殺すること
が知られているため、無限次元の量子揺らぎから反自己双対モジュライ空間上
の有限次元局在領域の積分だけが残る！

 (詳しくは [20] E.Witten Topological Quantum Field Theory 1988  P15辺りの議論を参考に)

次はobsevableを構成したい！基本となるゴースト数４の局所演算子は

である。降下方程式

を用いて 𝑊1, 𝑊2, ⋯ を構成していきたい。conventionを除けば

となる。



𝑝次元サイクル 𝛾𝑝 ⊂ 𝑀 に対して

を定義すると、降下方程式から

となるのでobservableになる。また、𝐼 𝛾 はホモロジー類 𝛾𝑝 ∈ 𝐻𝑝 𝑀 のみに依存

Homework !



今まで構成した物理を数学的に見てみたい！

Donaldson-Witten理論では

であった。有限次元多様体の局所座標 𝑥 に対して d𝑥 が1形式であることを思い出す

”接続空間の座標” 𝐴 ∈ 𝒜 に対して𝑄という𝒜上で外微分𝑑𝒜のようなものを作用させ
ると𝒜上1形式 𝜓 ∼ 𝑑𝒜𝐴 と形式的に書けるのではないだろうか

特にゲージ不変な量、すなわちモジュライ空間上では確かに  𝑄2 = 𝑑𝒜
2 = 0

𝑡 → ∞で局在化させると経路積分は反自己双対モジュライ空間に局在するので

のように書けるのではないだろうか？



μ写像 の構成

物理側で 𝐼 𝛾𝑝 というBRST的なコホモロジー類を構成したので数学に移したい！

超対称生成子Qは数学側でモジュライ空間上の外微分と見れるので、

また、𝑊𝑝は時空𝑀に対して𝑝形式だったが、モジュライ空間上では4 − 𝑝形式となる

よって、 𝐼 𝛾𝑝 というBRST like なコホモロジー類はこの対応において、モジュラ
イ空間上の外微分と微分形式で構成されるde Rham complex から計算できるコホ
モロジー類であることが分かった！



この 𝜇写像を用いて相関関数を計算したい

Observable 𝐼 𝛾 の相関関数の形はこんな感じになるはず

積分をwell-def にするためには

が必要！試しに点 (dim 0)をa個、曲面 (dim 2)をb個入れてみると

という制約が付く

こんな感じでDonaldson-Witten理論の分配関数を書いてみよう！
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Donaldson-Witten理論の分配関数

全てのinstanton number とobservableをまとめて作ってみる

としたとき、Donaldson-Witten理論の分配関数は以下のように定義できる！！



Donaldson-Witten理論の分配関数

Donaldson-Witten 分配関数を展開すると

のように、任意のobservableの期待値を取り出すことができる ! 

この理論の分配関数や期待値にはどのような性質があるだろうか？

・計量に依存しない

・多様体𝑀のホモロジー類 𝑀∗(M) にのみ依存する量



Donaldson-Witten理論の分配関数

・同相な多様体 𝑓: 𝑀 → 𝑁 で同じ値になる

よって、Donaldson-Witten理論の期待値は微分同相不変量となる

これは Donaldson 不変量と呼ばれるものである

このDonaldson不変量は”微分同相”不変量なので多様体の構造に敏感な不変量

数学的に同相であるが微分同相でない多様体というのは非常に面白い対象らしい！



Donaldson 不変量

2つの同相な

 例 : 

𝑋のDonaldson-Witten理論の分配関数は

となる。これを偏微分すると

という Donaldson不変量 が手に入る。一方、𝑌の分配関数から求めた不変量は

となる。

𝑋. 𝑌のDonaldson不変量は異なるので、これらは同相であるが微分同相でない！



まとめ

理論物理学を使って未知の数学を探せた！

math

physics

known

known

New theory !
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参考文献＋ガイド

このスライドのような物理と数学のゲージ理論に興味がある学部生に向け
て参考文献や有用な記事を紹介したいです。理学部物理学科の学生を想定
していますが、そうでない学生にも多少参考になるように書きます。

このスライドに沿っていて特におすすめしたい本や論文には赤文字を使い
ます。それらを読めばこのスライドを真面目に勉強できると思ってほしい
です。



Google で 「数学 ゲージ理論」と検索すると、ゲージ理論のWikipediaの次に松尾先生の
「ゲージ理論の速達コース」が出てくる。(https://www.math.nagoya-
u.ac.jp/~shinichiroh/2018/01/18/gauge-theory-rapid-course.html)

これを一通り読めば、数学系の人が指している”ゲージ理論”は物理学科の学生が想像する
ゲージ理論とは程遠いことが分かると思う。実際、数学のゲージ理論の入門書として挙げ
られている本を読んでもFieldという言葉さえなかなか登場しない。

しかし、適切に数学と物理の勉強をしていればある程度はゲージ理論を数学語と物理語の
どちらにも翻訳でき、数学語と物理語の間の通訳も可能になると思われる。そのために私
が読んだ本、論文を紹介する。

3つ目も面白いのでおすすめです

https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~shinichiroh/2018/01/18/gauge-theory-rapid-course.html
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数学
[1] 松本幸夫, 多様体の基礎, 基礎数学 5, 東京大学出版会 (1988). 

すごく分かりやすい多様体の入門書として有名です。幾何学的なことを勉強しようとしている学生
はとりあえず買ってもいいと思います。集合と位相の前提知識も解説しているため、物理学科の人
でもあまり詰まることはないと思います。むしろ説明が丁寧すぎて一部からは“ラノベ”と呼ばれて
います。しかし、部分多様体論や微分形式の章に関しては簡単すぎることもなく読み応えが多少あ
るので舐めてると痛い目を見ます。実際、松本多様体の内容をしっかり理解している物理学系の学
部生はそこまでいない印象です。

[2] Loring W. Tu, トゥー 多様体, 裳華房 (2019); 枡田幹也・阿部拓・堀口達也訳. 

分厚い多様体の本です。ネットに英語原著があるので無理して買わなくてもいいと思いますが、網
羅的でかつ分かりやすい良書です。Lie群、Lie代数や完全系列、ホモトピーの議論が多様体論の本
にまとまっているのはすごくありがたいと思います。

[3]坪井俊, 幾何学 I 多様体入門, 大学数学の入門 4, 東京大学出版会 (2005).

むずかしいです (入門詐欺！！) 。自主ゼミで読んでて苦しかったのを思い出します。ただ、発展的
な話に繋がる話題だったりマニアな多様体論の定理に触れることができたのはすごくいい機会に
なったと思います。個人的には sec 6.4「コンパクト多様体上のベクトル場」が良かったです。



[4]森田茂之, 微分形式の幾何学, 岩波書店 (2005). 

微分幾何(トポロジー?)について広く学べるいい本です。色んな多様体上の微分形式やその空間が登
場します。多様体論の基礎からホモロジー群、Riemann多様体、特性類、主束など、このスライド
に載っている様々な前提知識がほとんど載っています。少し内容が浅くて簡単すぎるという意見も
ありますが、私はこのくらいで十分だと思います。微分幾何の初学者にとてもおすすめです。

[5] 河野俊丈, 曲率とトポロジー：曲面の幾何から宇宙のかたちへ, 東京大学出版会 (2021).

曲線局面論から微分幾何、応用としての一般相対論まで色んなことが書かれています。定義定理証
明の堅い数学書というよりは小説のような読みやすい本です。著者の心情がなんとなく伝わってき
ます。物理パートだと sec12.3 ブラックホールの幾何学  sec 12.5 重力レンズと特異点理論 が非常
に面白かったです。

[6]今野宏, 微分幾何学, 大学数学の世界 1, 東京大学出版会 (2013).

微分幾何を本格的に学びたい人が読む少し難しい本です。添え字の使い方が非常に優秀だと思いま
す。全11章の構成に分かれていて、各章の最後には発展的な内容が書かれています。私はすべて読
む気力がなかったので辞書替わりに使っていますがそれでも買って良かったと思っています。



[7] 二木昭人, 微分幾何講義, SGC ライブラリ 23, サイエンス社 (2003)

Spin幾何とSeiberg-Witten 理論の入門についても書かれている珍しい本です。微分幾何の知識と少
しの表現論の知識さえあれば問題なく読めると思います。主束の共変外微分についてよく触れてる
珍しい本でもあります。二木先生はモーガンの”The Seiberg-Witten equations and applications to 
the topology of smooth four-manifolds” の訳書”サイバーグ・ウィッテン理論とトポロジー” も書い
てるので続きにぜひ。

[8] 田村一郎, トポロジー, 岩波全書 276, 岩波書店 (1972). 

古典的な位相幾何学の名著です。私は本の大きさと内容があまり好きではないですが、有名なので
一応紹介しときます。もう少し現代的な本の方が好みです。オンデマンド版は B6サイズですごく小
さいので注意してください。

[9][10] 河澄響矢, トポロジーの基礎 上,下, 東京大学出版会 (2022).

最近出た良書です。代数トポロジー的な内容を行間少なくぎっちり書いてくれてます。数学徒なら
独学に最適だと思いますが、証明を読むのがつらい人にとっては苦しいかもしれません。なにより
表紙がかっこいいのでおすすめです。



[11] 佐藤隆夫, 基本群と被覆空間, 裳華房 (2023).

集合と位相や群論といった基礎的な内容から丁寧に説明してくれる本です。メインの章では基本群
と被覆空間について丁寧に解説しています。具体例が豊富で理解の助けに繋がると思います。

[12] 小林昭七, 接続の微分幾何とゲージ理論, 裳華房 (1989).

素晴らしい本だと思います。誤植は非常に多くnotationも分かりにくいですが、ゲージ理論へ入門
させてくれる本として非常に優秀です。私も小林ゲージ理論で多くのことを学びましたし、このス
ライドの前半の内容は小林ゲージ理論を参考にしています。このスライドで興味を持った方はぜひ
読んでみてください。松尾先生による本書の有名な説明もあります。
https://www.shokabo.co.jp/author/1595/1595commentary.pdf

[13] Daniel S. Freed, Karen K. Uhlenbeck, Instantons and Four-Manifolds, 2nd ed., Mathematical 
Sciences Research Institute Publications 1, Springer (1991). 

こちらも素晴らしい本らしいです。私が読んでるのはsec 3までですが、ゲージ理論好きな友達はこ
の本を絶賛してました。あまりにも数学書なので厳しいと思いがちですが、sec 2 は小林ゲージの
sec 6.3 までの内容が前提知識としてまとめられていて良い復習にもなります。タイプライターフォ
ント? があまりにも終わっているので何があっても初版は買わない方がいいです。(私は被害者です)

https://www.shokabo.co.jp/author/1595/1595commentary.pdf


[14] 深谷賢治, ゲージ理論とトポロジー, シュプリンガー現代数学シリーズ, シュプリンガー・フェ
アラー ク東京 (1995)

[13]で自主ゼミをする際に副読本としてよく読んでました。あまり堅苦しくない書き方をしていて
全体的に読みやすいと思います。特にモジュライ空間の解析的性質について分かりやすく書かれて
いて助けられた思い出があります。

数理物理
[15][16]中原幹夫, 理論物理学のための幾何学とトポロジー 1,2 [原著第 2 版］

物理学系で幾何学を志す学生なら物性、素粒子問わず買っても損ではない名著です。多様体が始ま
る前にホモロジー群やホモトピーの説明をするので、どうやらsec 3,4 で詰まる人も多いらしいです
が、飛ばしても問題ないと思います。個人的には中原トポロジーだけで勉強してもほとんど分から
ないと思うので、数学書を横において勉強を進める or 数学書をメインに勉強を進めるのがいいと思
います。複素幾何、指数定理と特性類の章は数学書よりだいぶ分かりやすかったです。ホモロジー
群、多様体、主束の章は中原トポロジーだけでは全然物足りないと思います。

[17]佐古彰史, ゲージ理論・一般相対性理論のための微分幾何入門, 森北出版 (2021).

すごく優しい本です。恐らく最速で数学的なゲージ理論の初歩を勉強できると思いますが、よほど
急いでない限りこの本だけで勉強するのはやめた方がいいと思います。もちろんいい本だとは思い
ますが、数学的な美しい構造を捨ててしまっているのがもったいないです。



[18] 佐古彰史, 超対称ゲージ理論と幾何学：非摂動的アプローチ, 日本評論社 (2007). 

2007年にしては近代的なhep-th の話題までさまざまなことが書かれています。物理的にしっかりし
ているというよりかは、各々の理論の概要と気持ちを紹介している感じです。真剣に勉強をしたけ
れば参考文献にある論文やSUSYを別で勉強する必要があると思います。(立川さんのLecture Note
である” Lectures on 4d N = 1 dynamics and related topics ” とかが良いとよく聞きます。)

[19] 河野俊丈, 場の理論とトポロジー, 岩波書店 (2008). 

[20] Edward Witten “Quantum Field Theory and the Jones Polynomial” Commun.Math.Phys. 121 
(1989) とその周辺の内容を読みやすい順で数学的に定式化した本です。CFTの幾何学に始まり、
Jones-Witten理論 (TQFTと結び目理論)や Witten不変量、Chern-Simons 摂動理論といった高度な
内容について詳しく書かれています。岩波オンデマンドブックスなのでページ数の割には高いです
が、書かれている内容が贅沢なので買っても損ではないと思います。

[21] 山崎雅人, 場の理論の構造と幾何：3 次元超対称場の理論からその先へ, SGC ライブラリ 119, 
サイエン ス社 (2015)

特に超対称場の理論に付随する幾何学について様々なことが書かれている面白い本。プリンストン
時代に書かれたらしい。味がする良い文がいたるところにあって読んでいて非常に面白いです。暇
なときに一章ずつ読み進めていますが、気付いたら参考文献にまで手を出していて毎回飽きずに時
間が溶けてしまいます。



[22] Mark J. D. Hamilton, Mathematical Gauge Theory: With Applications to the Standard Model 
of Particle Physics, Universitext, Springer (2017). 

微分幾何の基礎から古典ゲージ理論への応用までを丁寧にまとめている洋書。主束の章がすごく丁
寧だった印象があります。物理パート目的で取り寄せましたが、知っていることだらけだったので
数学パートの問題をよく解いてました。

[23] 特集《位相的》場の量子論の数理：発展する数学と物理学の交差点, 数理科学 63(12), 通巻 750 
号, サ イエンス社 (2025).

さまざまなTQFTやその周辺分野を解説している数少ない日本語の書き物。読む用と保存用で2冊買
いました。特に公理的TQFTに興味がある学生は絶対に手に入れておいた方がいいと思います。

物理 : 場の量子論

[24]坂本眞人, 場の量子論：不変性と自由場を中心にして, 量子力学選書, 裳華房 (2014). 

すごく優しい場の理論の本。適切な勉強をしてたら高校生でも読めると思います。場の量子論に入
るまでが非常に遠いですが、前提として知っておくべき場の理論の話を色々書いているのがすごく
教育的にいいと思います。



[25] 坂本眞人, 場の量子論（II）：ファインマン・グラフとくりこみを中心にして, 量子力学選書, 裳
華房 (2020).

特にスカラー場の量子論についてすごく丁寧に書かれている本です。QEDやくりこみ群について書
かれていないのは残念ですが、局所化などの発展的な内容も書かれていて読んでいて勉強になるこ
とがよくあります。そろそろ 坂本QFT(Ⅲ)が出るらしい。

[26] Michael E. Peskin, Daniel V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Addison-
Wesley (1995).

世界的な場の量子論の教科書です。基本的な場の量子論のことは全て載っているはずですが、やや
各論的かつ時代が古い印象があります。800ページほどあって非常に重く分厚いですが、一度はま
とまった教科書で場の量子論の勉強をしてもいいのではないでしょうか？代わりとなる少し現代的
なQFTの教科書として [27] Schwartz “Quantum Field Theory and the Standard Model” もありま
す。

[28] David Tong, Quantum Field Theory, University of Cambridge, Part III lecture notes (2007)

David Tong が書いたQFTの薄いLecture Noteです。150ページほどと薄いですが、現代的かつ本質
的な内容がたくさん詰まっています。初学者でも読みやすいらしいです。



[29] David Tong, Gauge Theory, University of Cambridge, lecture notes (2018).

[28] (150 page) に対してこちらは450ページほどあります。通常のQFTで学ぶ内容に加えて、格子
ゲージ理論やLarge N、1+1, 1+2 次元場の量子論など、現代的な話題を若干数学的に扱っています。
少し Schwartz [27] に似てますが、Tong のノートは流れるように話が進んでいくので読んでる感覚
はだいぶ違うと思います。

[30] David Skinner, Quantum Field Theory II, University of Cambridge, Part III lecture notes 
(2018); Lent Term 2018.

[29]をより数学的に書いたLecture Noteです。[29]の本文で”Advanced Quantum Field Theory“と
いう講義？に言及していますが、その講義の講義ノートである可能性が高いです。

[31][32]九後汰一郎, ゲージ場の量子論 I,Ⅱ 新物理学シリーズ 23, 培風館 (1989)

名前の通りゲージ場の量子論にすごく詳しい名著。九後さんが大得意とするゲージ理論の経路積分
やBRSTについての説明がとても詳しいです。特に、5章後半の理論は他にはないくらい洗練されて
いるのでこれだけでも読む価値があると思います。
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